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Ââåäåíèå

Äèñöèïëèíà ¾Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êèáåðíåòèêè¿ � íàóêà, èçó÷àþ-

ùàÿ îáùèå ïðèíöèïû ïîëó÷åíèÿ, õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè èí�îðìàöèè

íåîáõîäèìûå äëÿ ñîçäàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì äèàãíîñòèêè, àíàëèçà

áèîìåäèöèíñêèõ äàííûõ è îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ íàó÷íûõ èññëå-

äîâàíèé ïðèìåíèòåëüíî ê áèîëîãè÷åñêèì, ìåäèöèíñêèì è äðóãèì ñëîæ-

íûì ñèñòåìàõ. Åå óñïåøíîå îñâîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ çíàíèÿìè ïîëó÷åí-

íûìè â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ òàêèõ äèñöèïëèí, êàê �Èí�îðìàòèêà, ìå-

äèöèíñêàÿ èí�îðìàòèêà�, �Äè��åðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëå-

íèå�, �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà�, �Îñíîâû ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ�.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ â ïîäãîòîâêå ñîâðå-

ìåííûõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè áèîèí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÿâëÿåò-

ñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû

ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ, ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþùèì

êðóã ðåøàåìûõ áèîìåäèöèíñêèõ çàäà÷, êàê íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ

òàê è ïðèêëàäíûõ. Ñîâåðøåíñòâîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ìåòî-

äîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ýêñïåðèìåíòû

íà áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòàõ èññëåäîâàíèåì èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ïîñòðîåíèå è àíàëèç ìîäåëåé ðàçëè÷íîãî ðîäà äàåò âîçìîæíîñòü �îð-

ìàëèçîâàòü ìíîãèå ñëîæíûå çàäà÷è è íàéòè îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïî

óïðàâëåíèþ è âîçäåéñòâèþ íà áèîîáúåêòû.

Öåëüþ äàííîãî ëåêöèîííîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ �îðìèðîâàíèå ó ñòóäåí-

òîâ îñíîâ �óíäàìåíòàëüíûõ çíàíèé î êèáåðíåòèêå êàê íàóêå î ïðîöåñ-

ñàõ óïðàâëåíèÿ, ñâÿçè è ïåðåðàáîòêè èí�îðìàöèè â áèîëîãè÷åñêèõ, òåõ-

íè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ, ðàçâèòèå êîìïåòåíöèé íàïðàâëåííûõ

íà èñïîëüçîâàíèå îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è èíûõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ

ïîíÿòèé è ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè ïðî�åññèîíàëüíûõ çàäà÷.

Â çàäà÷è èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû âõîäèò:

• îçíàêîìëåíèå ñòóäåíòîâ ñ îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäîâ òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè â áèîìåäèöèíñêèõ èññëåäîâà-

7



íèÿõ;

• ïðèîáðåòåíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé è ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ àíàëè-

çà áèîìåäèöèíñêîé èí�îðìàöèè; èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

è àëãîðèòìîâ àíàëèçà êëèíèêî-ëàáîðàòîðíûõ äàííûõ îáñëåäîâàíèÿ

áîëüíîãî;

• îñâîåíèå íàâûêîâ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ íà ÝÂÌ äåÿòåëüíîñòè ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì è

îöåíêè ñîñòîÿíèÿ îðãàíèçìà, à òàêæå äëÿ óñïåøíîãî îñâîåíèÿ ñïå-

öèàëüíûõ êóðñîâ è äèñöèïëèí ñïåöèàëüíîñòè.

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû çíàíèÿ, óìåíèÿ è íà-

âûêè íåîáõîäèìû äëÿ óñïåøíîãî îñâîåíèÿ ïîñëåäóþùèõ äèñöèïëèí ñïå-

öèàëüíîñòè �ìåäèöèíñêàÿ êèáåðíåòèêà�: �Ôèçèîëîãè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà�

�Ñèñòåìíûé àíàëèç�, �Ìåäèöèíñêèå èí�îðìàöèîííûå ñèñòåìû�, �Êîì-

ïüþòåðíûå òåõíîëîãèè îáðàáîòêè áèîìåäèöèíñêîé èí�îðìàöèè�.
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Ëåêöèÿ 1. Ââåäåíèå â òåîðåòè÷åñêèå

îñíîâû êèáåðíåòèêè

Îïðåäåëåíèå êèáåðíåòèêè

Íàóêà êèáåðíåòèêà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé êîìïëåêñíîãî èçó÷åíèÿ è óïðàâ-

ëåíèÿ ñëîæíûìè îáúåêòàìè è ñèñòåìàìè. Ïîíèìàíèå ìåõàíèçìîâ, îïðå-

äåëÿþùèõ ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â òàêèõ ñèñòåìàõ è îáîñíîâàíèå îï-

òèìàëüíûõ ñïîñîáîâ âîçäåéñòâèÿ íà íèõ ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé

ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ âî âñåõ îáëàñòÿõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, âêëþ-

÷àÿ áèîìåäèöèíó.

Íàçâàíèå �êèáåðíåòèêà� ïðîèçîøëî îò ãðå÷åñêîãî ñëîâà κυβερνητικη
� �ðóëåâîé�, �êîðì÷èé� ÷òî èçíà÷àëüíî ñîîòâåòñòâîâàëî ïîíÿòèþ �èñêóñ-

ñòâî óïðàâëåíèÿ êîðàáëåì�. Â äàëüíåéøåì ýòî ïîíÿòèå ñòàëî ðàññìàòðè-

âàòüñÿ â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå, êàê èñêóññòâî óïðàâëÿòü ãîñóäàðñòâîì

(ëþäüìè).

Îñíîâîïîëîæíèêîì êèáåðíåòèêè â ñîâðåìåííîì åå ïîíèìàíèè ÿâëÿ-

åòñÿ àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Í.Âèíåð (ðèñ. 1). Â 1943 ãîäó Âèíåð îðãà-

íèçîâàë â Ïðèíñòîíñêîì óíèâåðñèòåòå (ÑØÀ) ñåìèíàð, â êîòîðîì ïðè-

íèìàëè ó÷àñòèå ñïåöèàëèñòû ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ îáëàñòåé: íåéðî�è-

çèîëîãè, ìàòåìàòèêè, ñïåöèàëèñòû ïî òåîðèè ñâÿçè è âû÷èñëèòåëüíîé

òåõíèêå. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå îíè, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå ïðåäìåòíûõ îá-

ëàñòåé, îïåðèðóþò ïðàêòè÷åñêè îäíèìè è òåìè æå ïîíÿòèÿìè: ñèñòåìà,

âçàèìîñâÿçü, ïàìÿòü, èí�îðìàöèÿ è ò.ï. Ýòîò ñåìèíàð ïîëîæèë íà÷à-

ëî íàó÷íîìó íàïðàâëåíèþ, âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èâøåìó èìÿ ¾êèáåðíåòè-

êà¿, â îñíîâå êîòîðîãî ïîëîæåíû äâà �óíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèÿ: ñâÿçü

è óïðàâëåíèå. Â 1948 ãîäó Í. Âèíåðîì áûëà îïóáëèêîâàíà êíèãà ¾Êè-

áåðíåòèêà èëè óïðàâëåíèå è ñâÿçü â æèâîòíîì è ìàøèíå¿ â êîòîðîé èì

áûëî äàíî îïðåäåëåíèå íàóêè êèáåðíåòèêè.

Îïðåäåëåíèå (Í. Âèíåð). Êèáåðíåòèêà � íàóêà îá óïðàâëåíèè è ñâÿ-

çè â æèâûõ îðãàíèçìàõ, ìàøèíàõ è îáùåñòâå.
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�èñ. 1. Í. Âèíåð (1894-1964).

Âèíåðîì áûë ñ�îðìóëèðîâàí îñíîâíîé ïðèçíàê êèáåðíåòè÷åñêîé ñè-

ñòåìû, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî ÿâëÿåòñÿ ýòà ñèñòåìà æèâûì îáúåêòîì

èëè ìàøèíîé. Ýòèì ïðèçíàêîì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòü ê ñàìîîáó÷å-

íèþ, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàêîïëåíèè èí�îðìàöèè îá îêðóæàþùèõ

óñëîâèÿõ, åå ïîñëåäóþùåì àíàëèçå è ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ïîâåäåíèÿ

â äèíàìè÷åñêè ìåíÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ âíåøíåãî ìèðà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ

êèáåðíåòèêà. Íèæå ïðèâåäåíû äâà îïðåäåëåíèÿ ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ,

âíåñøèõ áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå ýòîé íàóêè:

Îïðåäåëåíèå (àêàä. À.Í. Êîëìîãîðîâ,1903-1987).Êèáåðíåòèêà � íà-

óêà çàíèìàþùàÿñÿ èçó÷åíèåì ñèñòåì ëþáîé ïðèðîäû, ñïîñîáíûõ âîñ-

ïðèíèìàòü, õðàíèòü, ïåðåðàáàòûâàòü èí�îðìàöèþ è èñïîëüçîâàòü åå

äëÿ óïðàâëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå (àêàä. Â.Ì. �ëóøêîâ, 1923-1982). Êèáåðíåòèêà � íà-

óêà îá îáùèõ çàêîíàõ ïîëó÷åíèÿ, õðàíåíèÿ, ïåðåäà÷è è ïðåîáðàçîâàíèÿ

èí�îðìàöèè â ñëîæíûõ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåìàõ.

Êèáåðíåòèêà ðàññìàòðèâàåò âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñî ñðåäîé è ñè-

ñòåì ìåæäó ñîáîé èñêëþ÷èòåëüíî êàê èí�îðìàöèîííûå. �àññìîòðåíèå

æèâûõ è òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê ïðåîáðàçîâà-

òåëåé è àíàëèçàòîðîâ èí�îðìàöèè, ñîñòàâëÿåò îñíîâó êèáåðíåòè÷åñêîãî

ïîäõîäà ê èõ èçó÷åíèþ. Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ îáùèì è óíèâåðñàëüíûì,

îí îñíîâàí íà îïðåäåëåííîì óðîâíå àáñòðàêòíîãî îïèñàíèÿ, ïðèâëå÷åíèè
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ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ è óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíè-

åì èçó÷àåìûõ ñèñòåì.

Â êèáåðíåòèêå øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé (ìàøèííûé) ýêñ-

ïåðèìåíò, èëè ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñìûñë åãî çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî èññëåäóåòñÿ íå ñàì îáúåêò, à åãî ìîäåëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

îïèñàíèå. Áûñòðîäåéñòâèå ñîâðåìåííûõ êîìïüòåðîâ ïîçâîëÿåò ìîäåëè-

ðîâàòü è èçó÷àòü ïðîöåññû â áîëåå áûñòðîì òåìïå, ÷åì îíè ïðîèñõîäÿò

â äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ìåòîäû ìåäèöèíñêîé êèáåðíåòèêè

Âàæíóþ ðîëü êèáåðíåòè÷åñêèé ïîäõîä èãðàåò â òåõ îáëàñòÿõ çíàíèé,

êîòîðûå èìåþò äåëî ñ áîëüøèìè, ñëîæíûìè è ïëîõîîðãàíèçîâàííûìè

ñèñòåìàìè, ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü îáùåñòâî, ýêîíîìèêà, áèîëîãèÿ, ìåäè-

öèíà, Ýòè íàïðàâëåíèÿ êèáåðíåòèêè ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ: êèáåð-

íåòèêà ñîöèàëüíàÿ, áèîëîãè÷åñêàÿ, òåõíè÷åñêàÿ, ìåäèöèíñêàÿ è ò.ï.

Îïðåäåëåíèå. Ìåäèöèíñêàÿ êèáåðíåòèêà � ðàçäåë êèáåðíåòèêè

èçó÷àþùèé ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è ïåðåðàáîòêè èí�îðìàöèè â æèâûõ

îðãàíèçìàõ è êîëëåêòèâàõ ëþäåé ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ëå÷åíèÿ è

ïðî�èëàêòèêè çàáîëåâàíèé.

Ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ áèîìåäèöèíñêèõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðîèñ-

õîäèò àáñòðàãèðîâàíèå îò ïðåäìåòíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ (ò.å. ïðîèñ-

õîäèò îòâëå÷åíèå îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ ìàññû, õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ èçó-

÷àåìûõ ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ, ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ èçìåðÿåìûõ

ñèãíàëîâ, âûÿâëåíèÿ êîíêðåòíûõ ïàòîëîãèé è ò.ï.) è èñïîëüçîâàíèå �îð-

ìàëèçîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ. Çíàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ îáðàáîòêè, ïðåäñòàâëåíèÿ è àíàëèçà áèîìåäèöèíñêîé èí�îðìàöèè

ñîñòàâëÿåò îñíîâó äëÿ îðãàíèçàöèè ý��åêòèâíîé ðàáîòû â ëþáîì èç ìå-

äèöèíñêèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé

ïîíèìàíèÿ è èíòåðïðåòàöèè áèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ, îïðåäåëÿåò óìåíèå

è íàâûêè ïðàâèëüíî è êðèòè÷åñêè îöåíèâàòü ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëå-

äîâàíèé è îïòèìàëüíûì îáðàçîì ïëàíèðîâàòü óïðàâëåíèå è âîçäåéñòâèå

íà áèîîáúåêò.

Ìîæíî âûäåëèòü ðÿä ýòàïîâ êèáåðíåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ áèîñè-

ñòåì è èñïîëüçóåìûå íà ýòèõ ýòàïàõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû (ðèñ. 2).

I. Èçìåðåíèå, ïðåîáðàçîâàíèå, õðàíåíèå. Ïîëó÷åíèå è ïðåîáðàçî-

âàíèå ïåðâè÷íûõ äàííûõ äëÿ èõ õðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ýòàïîì
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�èñ. 2. Îáùàÿ ñõåìà êèáåðíåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ áèîñèñòåìû.

àíàëèçà áèîñèñòåìû. Ýòîìó ýòàïó ðàáîòû íåîáõîäèìî óäåëÿòü ìàê-

ñèìàëüíîå âíèìàíèå, ò.ê. îò ïîëíîòû è êà÷åñòâà èçìåðåííûõ äàííûõ

çàâèñÿò ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå èõ àíàëèçà, âûâîäû. Ñëåäóåò ïîì-

íèòü, ÷òî ëþáûå íåäî÷åòû â ïîëó÷åíèè èñõîäíûõ äàííûõ ìîæíî

êîìïåíñèðîâàòü, êàê ïðàâèëî, òîëüêî ïîñòàíîâêîé íîâîãî èññëåäî-

âàíèÿ.

Èçìåðåíèå ïåðâè÷íûõ äàííûõ îðèåíòèðîâàíî íà êîëè÷åñòâåííîå îïè-

ñàíèå èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ è çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ñèñòåìàòèçàöèè è ïðå-

îáðàçîâàíèè. Óæå íà ýòîì ýòàïå ïåðåä èññëåäîâàòåëåì âîçíèêàåò

ðÿä ïðîáëåì ñâÿçàíûõ ñ ïðîöåäóðîé èçìåðåíèÿ, ïîñêîëüêó ðåøå-

íèå áîëüøîãî êðóãà áèîìåäèöèíñêèõ ïðîáëåì òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ

ñëîæíûõ è äîðîãîñòîÿùèõ ïðèáîðîâ è ìåòîäèê ïîëó÷åíèÿ äàííûõ,

õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Êàê ïðàâèëî, ïåðâè÷íûå äàí-

íûå ïðåäñòàâëåíû â �îðìå ýëåêòðè÷åñêèõ èëè èíûõ ñèãíàëîâ, ñíè-

ìàåìûõ ïðèáîðîì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê òîëüêî ñïî-

ñîáîì �èêñàöèè èëè îòðàæåíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â èçó÷à-

åìîé áèîñèñòåìå. Ñîîòâåòñòâèå èçìåðÿåìîãî ñèãíàëà ñîñòîÿíèþ èñ-

ñëåäóåìîé ñèñòåìû áóäåò çàâèñåòü îò àäåêâàòíîñòè òåîðåòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, ïîëîæåííûõ ðàçðàáîò÷èêàìè â îñíîâó ïðèáîðà èçìåðåíèÿ,

ñïîñîáà ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà, ó÷åòà òåõíè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðèñòèê êàíàëîâ ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ, ìåòîäîâ êîäèðîâàíèÿ è

õðàíåíèÿ èí�îðìàöèè.

Ïîëó÷åííûå, ïðåîáðàçîâàííûå è ñîõðàíåííûå äàííûå íå ÿâëÿþòñÿ

ñàìîöåëüþ, à ñëóæàò, ïðåæäå âñåãî, äëÿ èçâëå÷åíèÿ ñâåäåíèé î ñî-
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ñòîÿíèè áèîìåäèöèíñêîé ñèñòåìû.

Êà÷åñòâåííàÿ è êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà è

ïðåîáðàçîâàíèå åãî ê âèäó èñïîëüçóåìîìó äëÿ õðàíåíèÿ â êîìïüþ-

òåðå èëè íà èíûõ íîñèòåëÿõ òðåáóåò çíàíèÿ òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ðàçäåëîâ, êàê òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, òåî-

ðèÿ ñèãíàëîâ, òåîðèÿ èí�îðìàöèè è êîäèðîâàíèÿ.

II. Àíàëèç, ðàñïîçíàâàíèå. Íà ýòîì ýòàïå ñèãíàëû, à òàêæå èõ õà-

ðàêòåðèñòèêè àíàëèçèðóþòñÿ ñ öåëüþ èçâëå÷åíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé

èí�îðìàöèè îá èçó÷àåìîé áèîìåäèöèíñêîé ñèñòåìå. Ïîñëå òîãî, êàê

èí�îðìàòèâíûå ïðèçíàêè âûäåëåíû, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðàâè-

ëî êëàññè�èêàöèè, ò.å. �îðìàëüíóþ ïðîöåäóðó ïîçâîëÿþùóþ íà îñ-

íîâå èçìåðåííûõ ïðèçíàêîâ ïðèíèìàòü ðåøåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè

èçó÷àåìîãî áèîîáúåêòà ê çàäàííîìó êëàññó.

Öåëü ðàñïîçíàâàíèÿ � óñòàíîâèòü, ìîæíî ëè ïî èçìåðåííîìó íàáî-

ðó ïîêàçàòåëåé îòíåñòè èçó÷àåìûå îáúåêòû ê îïðåäåëåííîìó êëàñ-

ñó. Ñàìà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà êëàñè�èêàöèè íàçûâàåòñÿ

îáó÷åíèåì. Âûäåëÿþò äâà âèäà îáó÷åíèÿ:

• Îáó÷åíèå ñ ó÷èòåëåì � ïîñòðîåíèå ïðàâèëà êëàññè�èêàöèè

íà îñíîâå îáó÷àþùåé âûáîðêè, â êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû îáúåêòû

ñ àïðèîðíî èçâåñòíîé êëàññè�èêàöèåé.

• Îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿ � ïîñòðîåíèå ïðàâèëà êëàññè�èêàöèè
íà îñíîâå îáó÷àþùåé âûáîðêè, äëÿ îáúåêòîâ êîòîðîé êëàññè�è-

êàöèÿ íåèçâåñòíà. Êàê êîëè÷åñòâî êëàññîâ, òàê è ïðèíàäëåæ-

íîñòü îáúåêòîâ ê çàäàííîìó êëàññó òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî

âûäåëèòü â ïðîöåññå àíàëèçà ïðèçíàêîâ.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ (îáó-

÷åíèå ðàñïîçíàâàíèþ) îñíîâàíî íà àíàëèçå îãðàíè÷åííîé ñîâîêóï-

íîñòè îáúåêòîâ ñ èçâåñòíîé ïðèíàäëåæíîñòüþ îáúåêòà ê çàäàííîìó

êëàññó � îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ïðè÷åì ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòîâ

îáó÷àþùåé âûáîðêè ê çàäàííûì êëàññàì äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ íà

îñíîâå ïðèçíàêîâ, âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê àíàëèçèðóåìûì. Íà-

ïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà êëàññè�èêàöèè äâóõ ðàçëè÷íûõ

äèàãíîçîâ èñïîëüçóåòñÿ íàáîð êëèíèêî-ëàáîðàòîðíûõ ïîêàçàòåëåé,

à äèàãíîç óñòàíîâëèâàåòñÿ ïî êëèíè÷åñêèì ïðèçíàêàì ïðîÿâëåíèÿ

çàáîëåâàíèÿ íå âõîäÿùèì â ýòîò íàáîð.
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Îñíîâíûå âîïðîñû, íà êîòîðûå òðåáóåòñÿ îòâåòèòü èññëåäîâàòåëþ

íà ýòîì ýòàïå ðàáîòû ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê:

• êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ïðèâîäÿò èõ ê âèäó,

óäîáíîìó äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ;

• èñïîëüçîâàíèå êàêèõ èç èçìåðåííûõ ïðèçíàêîâ ïîçâîëÿåò èç-

âëåêàòü ìàêñèìóì èí�îðìàöèè äëÿ êëàññè�èêàöèè ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû;

• ïðèìåíåíèå êàêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì äëÿ

ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíêè èçó÷àåìûõ ñîñòîÿíèé.

Îòâåò íà ýòè âîïðîñû â ïðèëîæåíèè ê áèîìåäèöèíñêèì çàäà÷àì ñó-

ùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà èçìåðåííóþ è ïðåîáðàçîâàííóþ

èí�îðìàöèþ íàêëàäûâàþòñÿ îñîáåííîñòè îáóñëîâëåííûå âíóòðè- è

ìåæèíäèâèäóàëüíûìè ðàçëè÷èÿìè â èçìåðÿåìûõ ïîêàçàòåëÿõ áèî-

ñèñòåì. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè

ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ - ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, ðàçðàáàòûâàþùåãî

ïðèíöèïû è ìåòîäû êëàññè�èêàöèè, à òàêæå èäåíòè�èêàöèè ïðåä-

ìåòîâ, ÿâëåíèé, ïðîöåññîâ, ñèãíàëîâ, ñèòóàöèé, ò.å. âñåõ òåõ îáúåê-

òîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû íàáîðîì ïðèçíàêîâ èëè ñâîéñòâ.

III. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé (êëàññè�èêàöèÿ). Íà ýòîì ýòàïå íåîáõîäè-

ìî îöåíèòü êà÷åñòâî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ò.å. íàñêîëüêî õîðîøî ðå-

çóëüòàòû îòíåñåíèÿ áèîîáúåêòà ê òîìó èëè èíîìó ñîñòîÿíèþ ïî ïî-

ñòðîåííîìó ïðàâèëó êëàññè�èêàöèè ñîâïàäàþò ñ èñòèííûì ñîñòîÿ-

íèåì áèîîáúåêòà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ (âåðè�è-

öèðóùàÿ) âûáîðêà, ò.å. íàáîð áèîîáúåêòîâ ñ èçâåñòíîé êëàñè�èêà-

öèåé, ïðèçíàêè êîòîðûõ íå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà

ðàñïîçíàâàíèÿ. Åñëè ïðîöåíò ñîâïàäåíèé êëàññè�èêàöèè ñ ïðèìå-

íåíèåì ðåøàþùåãî ïðàâèëà õîðîøî ñîâïàäàåò ñ èñòèííîé êëàññè-

�èêàöèåé îáúåêòîâ, òî ïîñòðîåííîå ïðàâèëî ìîæíî èñïîëüçîâàòü.

Èíîãäà â êà÷åñòâå âåðè�èöèðóþùåé âûáîðêè èñïîëüçóþò ñàìó îáó-

÷àþùóþ âûáîðêó, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì çàâûøåííóþ

îöåíêó êà÷åñòâà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèë êëàññè�èêàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå

ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ãåîìåòðè÷åñêîì è ñòàòè-

ñòè÷åñêîì ïîäõîäàõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå áèîîáúåêòû ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ, êàê âåêòîðû è îòîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ.
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Àíàëèç èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ãðàíèöû

ìåæäó êëàññàìè, èíòåðïðåòèðóåìûå êàê ïðàâèëà êëàññè�èêàöèè.

Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà îöåíêå âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæ-

íîñòè áèîîáúåêòà ê ðàçëè÷íûì êëàññàì ïðè îäíîì è òîì æå íàáîðå

ïðèçíàêîâ.

IV. Óïðàâëåíèå, óòî÷íåíèå ñîñòîÿíèÿ. Ïîëó÷åííàÿ èí�îðìàöèÿ î

ñîñòîÿíèè áèîìåäèöèíñêîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ áîëåå

ðàöèîíàëüíî è ý��åêòèâíî âûáðàòü íàïðàâëåíèå äàëüíåéøåãî èñ-

ñëåäîâàíèÿ, êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ è óòî÷íå-

íèÿ ñâîéñòâ ñàìîé ñèñòåìû è ìåõàíèçìîâ åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðó-

æåíèåì, òàê è òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêà ïàðàìåòðîâ è âîçäåéñòâèé, îï-

òèìèçèðóþùèõ ïîâåäåíèå èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Â ñîâðåìåííûõ óñëî-

âèÿõ, îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîëó÷åíèå èí�îðìàöèè ñâÿçàíî ñ

áîëüøèìè çàòðàòàìè, îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå èññëåäîâàíèé ïîç-

âîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü èõ ý��åêòèâíîñòü ïðè îäíèõ è òåõ æå

âðåìåííûõ, ñòîèìîñòíûõ è ò.ï. çàòðàòàõ. Îðãàíèçàöèÿ è ïëàíèðî-

âàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé

÷àñòüþ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ÝÂÌ ñóùå-

ñòâåííî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ïëàíèðîâàíèÿ, ò.ê. ïîÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ñàìèõ ïëàíîâ ýêñïåðèìåíòà, àâ-

òîìàòèçàöèè èññëåäîâàíèé è ò.ï. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-

ðàòà èñïîëüçóþòñÿ òåîðèÿ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà - ðàçäåë ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, èçó÷àþùèé ðàöèîíàëüíóþ îðãàíèçàöèþ

èçìåðåíèé è ÿâëÿþùèéñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé ñîâðåìåííûõ

èññëåäîâàíèé.

Òàêîå ðàçäåëåíèå íà ýòàïû ðàáîòû ñ ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîé èí�îðìà-

öèåé äîñòàòî÷íî óñëîâíî. Îíî ñëóæèò äëÿ ïîÿñíåíèÿ òîãî, ïî÷åìó è â

êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçëîæåíû ðàçäåëû â ó÷åáíîì ïîñîáèè. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ìîæíî óêàçàòü è äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè è ìåòîäû, êî-

òîðûå óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ áèîìåäèöèíñêèõ

çàäà÷.

Îñîáåííîñòè àíàëèçà áèîìåäèöèíñêèõ ñèãíàëîâ

�àçâèòèå è èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíîé òåõíèêè äëÿ àíàëèçà è ñúåìà

ñèãíàëîâ íàøëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè áèîìåäèöèíñêèõ çàäà÷.
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�èñ. 3. Êîìïüþòåðíàÿ äèàãíîñòèêà è òåðàïèÿ íà îñíîâå àíàëèçà áèîìåäèöèíñêèõ

ñèãíàëîâ

Íèæå ïåðå÷èñëåíû áèîìåäèöèíñêèå çàäà÷è àíàëèçà ñèãíàëîâ, â êîòîðûõ

êîìïüþòåð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ.

• Ñáîð äàííûõ è êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà ÿâëåíèé äëÿ èíòåðïðåòàöèè

ñâîéñòâ èññëåäóåìîé áèîñèñòåìû.

• Äèàãíîñòèêà íàðóøåíèé, ïàòîëîãèé è àíîðìàëüíîñòåé ñîñòîÿíèÿ è

ïîâåäåíèÿ áèîñèñòåìû.

• Ìîíèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ � ïîëó÷åíèå íåïðåðûâíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé

èí�îðìàöèè î ñîñòîÿíèè áèîñèñòåìû.

• Òåðàïèÿ è óïðàâëåíèå ñîñòîÿíèåì áèîñèñòåì íà îñíîâå äàííûõ, ïî-

ëó÷åííûõ ïðè ñáîðå, äèàãíîñòèêå è ìîíèòîðèíãå ñîñòîÿíèÿ.

• Îöåíêà ý��åêòèâíîñòè óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íà áèîñèñòåìó.

Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíà òèïîâàÿ ñõåìà îñóùåñòâëåíèÿ êîìïüþòåðíîé

äèàãíîñòèêè

1

, íà êîòîðîé ïðèâåäåíû îñíîâíûå ýòàïû è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.

Ñúåì ñèãíàëîâ ñ áèîñèñòåìû (ïàöèåíòà) ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïî-

ìîùüþ èíâàçèâíûõ è íåèíâàçèâíûõ ïðîöåäóð. Èíâàçèâíûå ïðîöåäó-

ðû ñúåìà ñèãíàëîâ ïðåäïîëàãàþò ïîìåùåíèå äàò÷èêîâ èëè äðóãèõ óñòðîéñòâ

ñèãíàëîâ âíóòðü òåëà. Íàïðèìåð, ââåäåíèå êàòåòåðíûõ äàò÷èêîâ ÷åðåç

ãëàâíóþ àðòåðèþ èëè âåíó äëÿ ñúåìà èíòðàêàðäèàëüíûõ ñèãíàëîâ, à

1

�àíãàéÿí �.Ì. Àíàëèç áèîìåäèöèíñêèõ ñèãíàëîâ. Ïðàêòè÷åñêèé ïîäõîä. - Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007.

- 440 ñ.
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òàêæå âñåâîçìîæíûå ïðîöåäóðû ñ èñïîëüçîâàíèåì óëüòðàçâóêà, ðåíãå-

íîâñêîãî èçëó÷åíèÿ è ò.ï. Â íåèíâàçèâíûõ ïðîöåäóðàõ ñúåìà ñèãíà-

ëîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîâåðõíîñòíîå íàëîæåíèå äàò÷èêîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñó-

ùåñòâåííî ñíèçèòü ðèñê äëÿ ïàöèåíòà. Ïðèìåðîì íåèíâàçèâíîãî ñúåìà

ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ çàïèñü ýëåêòðîêàðäèîãðàììû ñ íàëîæåíèåì ïîâåðõ-

íîñòíûõ ýëåêòðîäîâ íà ãðóäü ïàöèåíòà.

Äðóãàÿ êëàññè�èêàöèÿ ïðîöåäóð ñúåìà ñèãíàëîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàç-

äåëåíèè èõ íà ïàññèâíûå è àêòèâíûå. Â àêòèâíûõ ïðîöåäóðàõ ê ïà-

öèåíòó ïðèëàãàþòñÿ íåêîòîðûå âíåøíèå ñòèìóëû èëè òðåáóåòñÿ âûïîë-

íåíèå èì îïðåäåëåííûõ äåéñòâèé, ðåàêöèÿ íà êîòîðûå �èêñèðóåòñÿ äàò-

÷èêàìè. Â ïàññèâíûõ ïðîöåäóðàõ îò ïàöèåíòà íå òðåáóåòñÿ êàêèõ-ëèáî

äîïîëíèòåëüíûõ äåéñòâèé ïðè ñúåìå ñèãíàëîâ.

Â ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðîöåäóð ñúåìà ñèãíàëîâ ñ áèîñèñòåì ñó-

ùåñòâóåò ðÿä òðóäíîñòåé, îáóñëîâëåííûõ êàê âèäîì ñíèìàåìûõ ñèãíà-

ëîâ, òàê è îñîáåííîñòÿìè �óíêöèîíèðîâàíèÿ æèâûõ ñèñòåì. Ê íèì ìîæ-

íî îòíåñòè:

Äîñòóïíîñòü ïàðàìåòðîâ äëÿ èçìåðåíèÿ. Áîëüøèíñòâî îðãàíîâ è

ñèñòåì îðãàíèçìà, äëÿ êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèå ïðîöå-

äóðû ñ èçìåðåíèåì ñèãíàëîâ ðàñïîëîæåíû âíóòðè îðãàíèçìà. Ïðÿ-

ìàÿ äîñòóïíîñòü ê ýòèì îáúåêòàì èëè âíóòðü èõ ñóùåñòâåííî îãðà-

íè÷åíà èëè ñâÿçàíà ñ áîëüøèì ðèñêîì äëÿ ïàöèåíòà. À íåèíâàçèâ-

íûå ïðîöåäóðû íå âñåãäà äàþò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè

îá îñîáåííîñòÿõ �óíêöèîíèðîâàíèÿ èëè èçìåíåíèÿõ ïðîèñõîäÿùèõ

â èññëåäóåìîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó ïëàíèðóÿ îáñëåäîâàíèå íåîáõîäè-

ìî ñîîòíîñèòü èí�îðìàòèâíîñòü è ïîëíîòó îáñëåäîâàíèÿ ïàöèåíòà

è ðèñêè ñâÿçàííûå ñ ïðîâåäåíèåì ìåäèöèíñêèõ âìåøàòåëüñòâ.

Íåïîñòîÿíñòâî èñòî÷íèêà ñèãíàëà. Æèâûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äè-

íàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñî ìíîãèìè ïàðàìåòðàìè. Òàêàÿ ïðèðîäà

áèîñèñòåì ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñíèìàåìûå ñ íèõ ñèãíàëû ÿâëÿþòñÿ

ïî ñóòè íåñòàöèîíàðíûìè è ñëó÷àéíûìè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèìè

îò �èçè÷åñêîãî è ïñèõîýìîöèîíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïàöèåíòà. Ýòî âû-

ðàæàåòñÿ â ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèÿõ èçìåðÿåìûõ ñèãíàëîâ âî âðåìå-

íè, òðåáóåò íàáëþäåíèÿ èõ â òå÷åíèå äëèòåëüíûõ ïåðèîäîâ âðåìåíè,

âêëþ÷àþùèõ âñåâîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ïðè ïîñëåäóþùåé

èíòðåïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé â êîíòåêñòå ýòèõ ñîñòîÿ-

íèé.
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Ñâÿçü è âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó �èçèîëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îðãàíèçìà íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-

âèñèìûì. Óðîâåíü è õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó íèìè ñóùå-

ñòâåííî çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ îðãàíèçìà. Èãíîðèðîâàíèå ýòèõ âçà-

èìîäåéñòâèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ñèã-

íàëà.

Âëèÿíèå îáîðóäîâàíèÿ è ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ. Ïðîâåäåíèå èçìå-

ðåíèé èëè ïîäêëþ÷åíèå èññëåäóåìîé áèîñèñòåìû ê îáîðóäîâàíèþ

ìîæåò èçìåíÿòü ïîâåäåíèå è ðåàêöèþ ñèñòåìû, ÷òî ìîæåò ïðèâî-

äèòü ê èçìåíåíèÿì ñíèìàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëîâ. Â ÷àñòíî-

ñòè ïðè ïðîâåäåíèè ìíîãîêðàòíûõ àêòèâíûõ èçìåðåíèé ó ïàöèåíòà

áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ óñòàëîñòü, íåó÷åò êîòîðîé ìîæåò ïðèâîäèòü ê

íåàäåêâàòíîé îöåíêå åãî ñîñòîÿíèÿ.

Ôèçèîëîãè÷åñêèå àðòå�àêòû è ïîìåõè. �àçëè÷íûå ïðîÿâëåíèÿ æèç-

íåäåÿòåëüíîñòè îðãàíèçìà âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû èçìå-

ðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåæåëàòåëüíûìè è ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê ïîìåõè

èëè �èçèîëîãè÷åñêèå àðòå�àêòû, âëèÿþùèå íà ñèãíàë. Íàïðèìåð,

êàøåëü, íàïðÿæåíèå ìûøö ïðè ñúåìå ýëåêòðîìèîãðàììû, èçìåíå-

íèå ðèòìà äûõàíèÿ ïðè çàïèñè ýëåêòðîêàðäèîãðàììû è ò.ï. Âî ìíî-

ãèõ ñëó÷àÿõ óäàëåíèå òàêèõ ïîìåõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì è

åäèíñòâåííûé ñïîñîá èõ ó÷åòà çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèàëüíûõ ìåòîäàõ

�èëüòðàöèè ñèãíàëà.

Îãðàíè÷åíèÿ ýíåðãèè ñèãíàëîâ. Áîëüøèíñòâî áèîìåäèöèíñêèõ ñèã-

íàëîâ ãåíåðèóåòñÿ íà óðîâíå ìèëëè- èëè ìèêðîâîëüò. Çàïèñü òàêèõ

ñèãíàëîâ òðåáóåò âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè àïïàðàòóðû è âûñîêîé

ñòåïåíè çàùèòû îò âëèÿíèÿ ïîìåõ.

Áåçîïàñíîñòü ïàöèåíòà. Çàùèòà ïàöèåíòà îò ïîðàæàþùèõ âîçäåéñòâèé

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê ïðîâåäåíèþ èçìåðåíèé.

Âñåãäà òðåáóåòñÿ ñîîòíîñèòü ïîëüçó äèàãíîñòè÷åñêîé ïðîöåäóðû, ñ

òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà íàèëó÷øåé òàêòèêè äàëüíåéøåãî ìåäèöèí-

ñêîãî âìåøàòåëüñòâà, è ðèñêîì äëÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòè ïàöèåíòà,

âíîñèìîé ïðîöåäóðîé îáñëåäîâàíèÿ. Èç ñîîáðàæåíèé áåçîïàñíîñòè

ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïîñîáû èçìåðåíåíèÿ ñèãíàëîâ íå âñåãäà

îïòèìàëüíûå â èí�îðìàöèîííîì ñìûñëå, íî áîëåå áåçîïàñíûå è ùà-

äÿùèå äëÿ æèçíè ïàöèåíòà.
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Òàêèì îáðàçîì, áèîìåäèöèíñêèå ñèãíàëû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê

èíäèêàòîðû ñîñòîÿíèÿ áèîñèñòåìû, ïðè÷åì ìåæäó ñíèìàåìûìè ñèãíàëà-

ìè è ïàòîëîãè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè íå âñåãäà ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà

îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü. �åçóëüòàòû àíàëèçà áèîñèãíàëîâ äîëæíû èíòåðïðå-

òèðîâàòüñÿ â ñîâîêóïíîñòè ñî âñåì êîìïëåêñîì êëèíè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ,

ñèìïòîìîâ è äàííûõ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. ×òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèçíàêîì êèáåðíåòè÷åñêîé ñèñòåìû?

2. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì êèáåðíåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé?

3. Íàçîâèòå îñíîâíûå ýòàïû êèáåðíåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ?

4. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ðîëü è ìåñòî ìåäèöèíñêîé êèáåðíåòèêè â ñèñòå-

ìå íàóê î ÷åëîâåêå.

5. Êàêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è òåîðèè ïðèìåíÿþòñÿ â êèáåðíåòè-

÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ?

6. Ïåðå÷èñëèòå òèïîâûå çàäà÷è áèîìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèé àíàëèçà

ñèãíàëîâ.

8. Â÷åì çàêëþ÷àþòñÿ ïðåèìóùåñòâà ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîé òåõ-

íèêè äëÿ áîèìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèé.

9. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû èñòî÷íèêîâ àðòå�àêòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèèè

áèîìåäèöèíñêîé àïïàðàòóðû äëÿ ñúåìà ñèãíàëîâ
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Ëåêöèÿ 2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè

èí�îðìàöèè

Îïðåäåëåíèå èí�îðìàöèè

Ïîíÿòèå èí�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé ïðè èçó-

÷åíèè ñâîéñòâ è ìåõàíèçìîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ëþáîé áèîñèñòåìû, ïî-

ñêîëüêó óïðàâëåíèå ïðîèñõîäÿùèìè â íåé ïðîöåññàìè áàçèðóåòñÿ íà èí-

�îðìàöèè, ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè è àíàëèçà ñèãíàëîâ ñèñòå-

ìû. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò îáìåí èí�îðìàöèåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè çâå-

íüÿìè ñèñòåìû, ñèñòåìîé è ñðåäîé è ò.ï. Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ýòî ïåðåäà÷à

êîìàíä îò óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû ê èñïîëíèòåëüíîé, â áîëåå ñëîæíûõ �

ðàáîòà ñèñòåì ñ �îáðàòíîé ñâÿçüþ�, êîãäà ñèãíàëû î âûïîëíåíèè êîìàíä

ïåðåäàþòñÿ óïðàâëÿþùåé ñèñòåìå ñ öåëüþ àíàëèçà è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Ìîæíî âûäåëèòü ðÿä çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ íå ñâÿçàíî ñ êîíêðåò-

íûì íîñèòåëåì ñèãíàëà, åãî �îðìîé, âèäîì òåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà.

Îäíîé èç çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà õàðàêòåðèñòèê êàíàëà ñâÿçè ïî

ïåðåäà÷å èí�îðìàöèè, åãî âîçìîæíîñòåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé áåç ïîòåðü

è çàäåðæåê. Äðóãàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ïðåäñòàâëåíèåì ñîîáùåíèé â �îð-

ìå óäîáíîé äëÿ ïåðåäà÷è ïî êàíàëó ñâÿçè � çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñèãíàëîâ, ò.å. îòûñêàíèå íàèáîëåå ýêîíîìíûõ ìåòîäîâ êîäèðîâàíèÿ è

äåøè�ðàöèè, ïîñòðîåíèÿ ïîìåõîçàùèùåííûõ êîäîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî óìåòü îöåíèâàòü èí�îðìà-

öèþ ñ êîëè÷åñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ: èçìåðÿòü êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè

â ñîîáùåíèè, âåëè÷èíó ïîòåðü èí�îðìàöèè ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ïî

êàíàëó ñâÿçè.

Ñàìî ïîíÿòèå èí�îðìàöèè, ïðèåìû è ìåòîäû ðàáîòû ñ íåé ïðèøëè

â êèáåðíåòèêó èç òåîðèè ñâÿçè. Îñíîâíîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò �

ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ïîñêîëüêó íà

âñåõ ýòàïàõ ðàáîòû ñ èí�îðìàöèåé íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ïîñëåäñòâèÿ

ý��åêòîâ ñëó÷àéíîñòè, ïðèâîäÿùèõ ê èñêàæåíèþ èí�îðìàöèè ïðè ïå-
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�èñ. 4. Ñèñòåìà ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè

ðåäà÷å åå ïî êàíàëàì ñâÿçè.

Îïðåäåëåíèå. Èí�îðìàöèåé íàçûâàåòñÿ ñîîáùåíèå èëè ñîâîêóïíîñòü

ñîîáùåíèé, êîòîðûå óñòðàíÿþò íåîïðåäåëåííîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-

ìû, ñóùåñòâóþùóþ äî èõ ïîñòóïëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì ïîä èí�îðìàöèåé ïîíèìàåòñÿ íå ëþáîå ñîîáùåíèå î

ñîñòîÿíèè èçó÷àåìîé ñèñòåìû, à òîëüêî òî, êîòîðîå óòî÷íÿåò íàøè çíà-

íèÿ î íåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ òîãî ÷òîáû ñîîáùåíèå ñîäåðæàëî íåêî-

òîðóþ èí�îðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, íàøè çíàíèÿ î íåé àïðèîðíî

äîëæíû áûòü íåïîëíûìè. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîñòóïëåíèÿ íåêîòîðîãî ñî-

îáùåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ, òî òàêîå

ñîîáùåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê èí�îðìàöèîííûé øóì. Ïîä äåçèí�îð-

ìàöèåé ïîíèìàþòñÿ ñîîáùåíèÿ óâåëè÷èâàþùèå íåîïðåäåëåííîñòü íàøèõ

çíàíèé î ñîñòîÿíèè èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

Â íàèáîëåå îáùåì âèäå ñèñòåìó ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 4). Èñòî÷íèê èí�îðìàöèè, îáû÷íî ýòî

èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà, ãåíåðèðóåò ñèãíàë èëè ñîâîêóïíîñòü ñèãíàëîâ, êîòî-

ðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê ñîîáùåíèå ñîäåðæàùåå èí�îðìàöèþ î ñîñòîÿ-

íèè ñèñòåìû. Ñèãíàëû, ãåíåðèðóåìûå ñèñòåìîé, ïðåîáðàçóþòñÿ â ñèãíà-

ëû êîòîðûå ìîæíî ïåðåäàâàòü ïî êàíàëó ñâÿçè. Ïðîèñõîäèò êîäèðîâà-

íèå èí�îðìàöèè, ò.å. óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè

èñõîäíûõ ñîîáùåíèé è ñèãíàëàìè, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ýòè ýëåìåíòû

õðàíÿòñÿ, ïåðåäàþòñÿ è îáðàáàòûâàþòñÿ. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èçìåíÿþò

èñõîäíûé ñèãíàë â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè çàëîæåííûìè â îñíîâó

ïðèìåíÿåìûõ óñòðîéñòâ è âèäîâ êàíàëîâ ñâÿçè, à òàêæå ñ ó÷åòîì ñïî-

ñîáà ïîìåõîçàùèùåííîñòè èí�îðìàöèè. Çàêîäèðîâàííûé ñèãíàë ïåðå-

äàåòñÿ ïî êàíàëó ñâÿçè àäðåñàòó. Ïðè ïåðåäà÷å èí�îðìàöèè ïî êàíàëó

ñâÿçè íà èí�îðìàöèþ ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü ïîìåõè, êîòîðûå èñêàæàþò

è ñíèæàþò åå ïîëåçíîñòü. Äåøè�ðàòîð íåîáõîäèì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

èí�îðìàöèè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ åå ïî êàíàëó ñâÿçè, â �îðìó äîñòóïíóþ
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ïðèåìíèêó ñîîáùåíèé. Ïîä ïðèåìíèêîì ñîîáùåíèé ìîæåò ïîíèìàòüñÿ

êàê óñòðîéñòâî, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ äîëãîâðåìåííîãî õðàíåíèÿ èí�îð-

ìàöèè, òàê è óñòðîéñòâî, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ àíàëèçà èí�îðìàöèè è

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü êàíàë ñâÿçè � ñîâîêóïíîñòü òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ

äëÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, è ëèíèþ ñâÿçè � ñðåäó â êîòîðîé ðàñïðî-

ñòðàíÿþòñÿ ñèãíàëû íåñóùèå èí�îðìàöèþ. Êàê ïðàâèëî ïî îäíîé è òîé

æå ëèíèè ñâÿçè èí�îðìàöèþ ìîæíî ïåðåäàâàòü ïî ðàçëè÷íûì êàíàëàì.

Êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà èí�îðìàöèè

Ëþáàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç âîçìîæíûõ ñâîèõ ñîñòîÿ-

íèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ, ïîçâîëÿþùèõ

îòëè÷àòü îäíî ñîñòîÿíèå îò äðóãîãî. Î òîì, â êàêîì ñîñòîÿíèè íàõî-

äèòñÿ ñèñòåìà, ìû ñóäèì ïî ñîîáùåíèþ ïåðåäàâàåìîìó ñèñòåìîé (ò.å. ïî

èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì ñèãíàëîâ). Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíè-

ÿì ñèñòåìû äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü è ðàçëè÷íûå ñîîáùåíèÿ, ïîýòîìó

â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïîíÿòèÿ �ñîñòîÿíèå ñèñòåìû� è

�ñîîáùåíèå ãåíåðèðóåìîå ñèñòåìîé� è ïîëüçîâàòüñÿ òîé òåðìèíîëîãèåé

êîòîðàÿ áîëåå óäîáíà â êîíòåêñòå èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Ñ èí�îðìà-

öèîííîé òî÷êè çðåíèÿ ýêâèâàëåíòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ �ñèñòåìà� è

�èñòî÷íèê ñîîáùåíèé�.

Ëþáîå ñîîáùåíèå â òåîðèè èí�îðìàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê íåêî-

òîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ñâåäåíèé îá èçó÷àåìîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ óìåíüøàåò

íåîïðåäåëåííîñòü åå ñîñòîÿíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ñîîáùåíèÿ áó-

äóò óìåíüøàòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíè.

Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðóþ ìåðó êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè, ñî-

äåðæàùåéñÿ â êîíêðåòíîì ñîîáùåíèè èëè ñèñòåìå ñîîáùåíèé, à òàêæå

ñïîñîá åå èçìåðåíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â îäíîì ñî-

ñòîÿíèè, òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íàì çàðàíåå èçâåñòíî êàêîé ñèãíàë

(ñîîáùåíèå) ìîæåò ïîñòóïèòü îò íåå. Ñëåäîâàòåëüíî òàêîå ñîîáùåíèå íå

íåñåò íèêàêîé èí�îðìàöèè, ò.ê. ñîñòîÿíèå ñèñòåìû àïðèîðíî èçâåñòíî.

Öåííîñòü ñîîáùåíèÿ áóäåò òåì âûøå, ÷åì â áîëüøåì ÷èñëå âîçìîæíûõ

ñîñòîÿíèé ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ äî ïîñûëêè ñîîáùåíèÿ, ò.å. ÷åì

áîëüøå áóäåò èñõîäíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó â

êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó èí�îðìàöèè ñîäåðæàùåéñÿ â ñîîáùåíèè äîëæ-

íî áûòü âêëþ÷åíî, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñîîáùåíèé N
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ïîñûëàåìûõ ñèñòåìîé (ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà).

Ïóñòü âñå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ðàâíîâåðîÿòíû

pi =
1

N
, i = 1, N,

òîãäà êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â êàæäîì ñîîáùåíèè áóäåò

îäíî è òîæå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç I. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî êîëè÷åñòâåí-
íî îíî äîëæíî áûòü òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå èñõîäíûõ ñîñòîÿíèé èìååò

ñèñòåìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íà àáñîëþòíî íåâàæíî, â êàêîì �èçè-

÷åñêîì âèäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñàìè ïåðåäàâàåìûå ñèãíàëû � âàæíî

òîëüêî èõ ðàçíîîáðàçèå, ïîýòîìó êîëè÷åñòâåííî èí�îðìàöèÿ áóäåò çà-

âèñåòü òîëüêî îò èõ ÷èñëà: I = f(N).

Èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî ÷èñëî âîçìîæíûõ ñîîáùåíèéN â êà÷å-

ñòâå ìåðû êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè ñîäåðæàùåéñÿ â ñîîáùåíèè íåóäîáíî

ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì.

1. Åñëè N = 1, òî ñîîáùåíèå ñîäåðæèò íóëåâîå êîëè÷åñòâî èí�îðìà-
öèè I = 0.

2. Åñëè ñóùåñòâóþò äâà íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé, ñ ÷èñëîì

ñîîáùåíèé N1 è N2, òî ÷èñëî ñîîáùåíèé ãåíåðèðóåìûõ ñèñòåìîé,

îáúåäèíÿþùåé îáà èñòî÷íèêà, áóäåò ðàâíî N1 · N2. Îäíàêî, êîëè-

÷åñòâî èí�îðìàöèè ïîñòóïàþùåé îò ñèñòåìû äâóõ íåçàâèñèìûõ èñ-

òî÷íèêîâ ñîîáùåíèé äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ àääèòèâíîñòè:

I = I1 + I2.

Âûøåïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ ëîãàðè�ìà ÷èñ-

ëà ñîñòîÿíèé (ðàâíîâåðîÿòíûõ) èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé ìåðû èí�îðìàöèè èñïîëüçîâàòü âûðà-

æåíèå:

I = loga(N), (1)

òî íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îíî îáëàäàåò âñåìè òðåáîâàíèÿìè, ïðåäúÿâëÿ-

åìûìè ê êîëè÷åñòâó èí�îðìàöèè:

I = loga(1) = 0,

I = loga(N) = loga(N1 ·N2) = loga(N1) + loga(N2) = I1 + I2.

Îñíîâàíèå ëîãàðè�ìà â �îðìóëå (1) ìîæåò áûòü âûáðàíî ëþáîå, ïî-

ñêîëüêó ïåðåõîä îò ëîãàðè�ìà ïî îäíîìó îñíîâàíèþ ê ëîãàðè�ìó ïî

äðóãîìó îñíîâàíèþ ðàâíîñèëåí óìíîæåíèþ íà íåêîòîðûé ìíîæèòåëü,
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÷òî ñêàæåòñÿ òîëüêî íà âûáîðå åäèíèöû èçìåðåíèÿ êîëè÷åñòâà èí�îð-

ìàöèè.

�àññìîòðèì èñòî÷íèê ñîîáùåíèé, êîòîðûé ìîæåò ãåíåðèðîâàòü òîëü-

êî äâà ðàâíîâåðîÿòíûõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñîîáùåíèÿ, ïðè÷åì ïîñòóï-

ëåíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå èñòî÷íèêà.

Îïðåäåëåíèå. 1 áèò èí�îðìàöèè � ýòî êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè

ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå âûÿñíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñîñòîÿùåé èç

äâóõ ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîñòîÿíèé

Åñëè â �îðìóëå (1) ïîëîæèòü a = 2, òî êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè áóäåò

èçìåðÿòüñÿ â áèòàõ

1

. Íàïðèìåð, ìû ïîëó÷àåì êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè

ðàâíîå îäíîìó áèòó, êîãäà âûÿñíÿåì êàêîé ñòîðîíîé ïîäáðîøåííàÿ ìî-

íåòêà óïàëà íà çåìëþ.

�àçíîîáðàçèå ñèãíàëîâ, êîòîðûå ìîæåò ãåíåðèðîâàòü èñòî÷íèê ñîîá-

ùåíèé íàçûâàåòñÿ àë�àâèòîì èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé (èëè ïåðâè÷íûì

àë�àâèòîì). Ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ñèãíàëû ðàçëè÷íîé äëèòåëü-

íîñòè, àìïëèòóäû è ò.ï., â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ; ðàçëè÷íûå

áóêâû, öè�ðû â ñëó÷àå òåêñòîâîãî ñîîáùåíèÿ; ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçó-

þùèå ñîñòîÿíèå áîëüíîãî â ñëó÷àå äèàãíîñòè÷åñêèõ ñîîáùåíèé (ðåçóëü-

òàòîâ ïðîöåäóð îáñëåäîâàíèÿ).

Ñîîáùåíèå ïîñûëàåìîå èñòî÷íèêîì ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñèìâîëîâ àë�àâèòà. Åñëè ñèìâîëû àë�àâèòà èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé íåçà-

âèñèìû è ðàâíîâåðîÿòíû, òî îáùåå ÷èñëî ñîîáùåíèé äëèíîé n ñèìâîëîâ,
â àë�àâèòå èñòî÷íèêà ñîäåðæàùåì m ñèìâîëîâ (â àë�àâèòå ñ îñíîâàíè-

åì m) áóäåò ðàâíî N = mn
. Âñå ýòè ñîîáùåíèÿ áóäóò ðàâíîâåðîÿòíû.

Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè äëèíîé n

ñèìâîëîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I = log(N) = log(mn) = n log(m). (2)

Ôîðìóëà (2) íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Õàðòëè (êîëè÷åñòâà èí�îð-

ìàöèè ïî Õàðòëè) äëÿ îöåíêè êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè ñîäåðæàùåéñÿ

â ñèñòåìå ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîîáùåíèé äëèíîé n ñèìâîëîâ â àë�àâèòå ñ

îñíîâàíèåì m.

Íåðàâíîâåðîÿòíîå ïîÿâëåíèå ñèìâîëîâ àë�àâèòà èñòî÷íèêà ñîîáùå-

íèé áóäåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ðàçëè÷íûå ñîîáùåíèÿ áóäóò ïîñûëàòü-

ñÿ ñ ðàçëè÷íîé âåðîÿòíîñòüþ, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü áóäåò ïðèâîäèòü ê

1

Â äàëüíåéøåì îñíîâàíèå ëîãàðè�ìà, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, áóäåì îïóñêàòü è ïîëàãàòü åãî

ðàâíûì 2.
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ñíèæåíèþ îáùåãî êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè ñîäåðæàùåéñÿ â ñèñòåìå ñîîá-

ùåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (ñîîáùåíèÿ) íåðàâíîâå-

ðîÿòíû, òî ó íàñ åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, â êàêîì èç íèõ ñèñòåìà áóäåò

íàõîäèòüñÿ áîëåå ÷àñòî, ò.å. ñîîòâåòñòóþùåå ñîîáùåíèå áóäåò ïðèõîäèòü

÷àùå, ÷åì îñòàëüíûå. Ñ êîëè÷åñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåäà÷å ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè. Íàïðèìåð, î òðåáîâàòåëü-

íîñòè ïðåïîäàâàòåëÿ íà çà÷åòå áîëüøåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåð-

æèòñÿ â ñèñòåìå ñîîáùåíèé �ñäàë� - �íå ñäàë�, ãåíåðèðóåìîé òðîå÷íèêîì

(ò.ê. âåðîÿòíîñòü ñäà÷è è íåñäà÷è çà÷åòà ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâà è ñó-

ùåñòâåííî çàâèñèò îò ñòðîãîñòè ïðåïîäàâàòåëÿ), ïî ñðàâíåíèþ ñ òîé æå

ñèñòåìîé ñîîáùåíèé ãåíåðèðóåìîé îòëè÷íèêîì (âåðîÿòíîñòü ñäà÷è çà÷å-

òà íàìíîãî âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ íåñäà÷åé è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò

ñòðîãîñòè ïðåïîäàâàòåëÿ).

�àññìîòðèì, êàê ìîæíî îöåíèòü êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùå-

åñÿ â ñèñòåìå íåðàâíîâåðîÿòíûõ ñîîáùåíèé. Ïóñòü àë�àâèò èñòî÷íèêà

ñîîáùåíèé ñîñòîèò èç m ñèìâîëîâ x1, x2, . . . xm, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âå-

ðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . pm . �åíåðàöèÿ êàæäîãî ñèìâîëà íå âëèÿåò íà ãå-

íåðàöèþ äðóãèõ ñèìâîëîâ (èñòî÷íèê ñ íåçàâèñèìûì ñïåêòðîâ ñèãíàëîâ)

è îíè îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, ò.å. íèêàêèõ äðóãèõ ñèìâîëîâ èñòî÷íèê

ïîñûëàòü íå ìîæåò

m∑
i=1

pi = 1.

Ïóñòü èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé ïîñûëàåòñÿ ñîîáùåíèå äëèíîé n ñèìâî-

ëîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ni êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ xi, ñîäåðæàùèõñÿ â ñîîá-

ùåíèè:

m∑
i=1

ni = n. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëèíà ñîîáùåíèÿ áûëà äîñòàòî÷íî

áîëüøàÿ: n ≫ m. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè

êàæäîãî ñèìâîëà àë�àâèòà â ñîîáùåíèè áóäåò áëèçêà ê âåðîÿòíîñòè ãå-

íåðàöèè ýòîãî ñèìâîëà èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé

pi ≈
ni

n
= lim

n→∞
ni

n
.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ïîñûëêè òàêîãî ñîîáùåíèÿ P . Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè

ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëîâ â ñîîáùåíèè, îíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé

ïîñûëêè ñèìâîëîâ ñîîáùåíèÿ:

P = pn1

1 pn2

2 . . . pnm

m ≈ pnp11 pnp22 . . . pnpmm =

m∏

i=1

pnpii .

Âèäíî, ÷òî âñå ñîîáùåíèÿ äëèíîé n ñèìâîëîâ ãåíåðèðóåìûå èñòî÷íèêîì

ñîîáùåíèé áóäóò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîâåðîÿòíû, ïîýòîìó èõ êîëè÷åñòâî

N ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: N = 1/P .
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Ñîãëàñíî (2), êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîîá-

ùåíèé áóäåò ðàâíî:

I = log(N) = log




1
m∏
i=1

pnpii


 = −n

m∑

i=1

pi log(pi). (3)

Âûðàæåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �îðìóëó Øåííîíà äëÿ îöåíêè êî-

ëè÷åñòâà èí�îðìàöèè, ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè äëèíîé n ñèìâîëîâ

â ñëó÷àå íåðàâíîâåðîÿòíûõ ñèãíàëîâ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé (êîëè÷åñòâî

èí�îðìàöèè ïî Øåííîíó).

Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ïðèõîäÿùååñÿ â ñðåäíåì íà îäèí ñèìâîë ñî-

îáùåíèÿ èñòî÷íèêà, àë�àâèò êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò m ñèìâîëîâ, ìîæåò

áûòü îöåíåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïî Õàðòëè: I =
log(N)

n
= log(m) áèò/ñèìâîë; (4)

ïî Øåííîíó: I = −
m∑

i=1

pi log(pi) áèò/ñèìâîë. (5)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �îðìóëà Õàðòëè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

�îðìóëû Øåííîíà äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîâåðîÿòíûõ ñèìâîëîâ àë�àâèòà èñ-

òî÷íèêà ñîîáùåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè pi = p = const, i = 1, m, òîãäà

p = 1/m è ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè áóäåò ðàâíî:

I = −
m∑

i=1

1

m
log(

1

m
) =

1

m
log(m)

m∑

i=1

1 = log(m).

Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè è âûïîëíåíèÿ àíàëè-

òè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü �îðìóëó Øåííîíà (ïðè

äëèíå ñîîáùåíèÿ n = 1) â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ �óíêöèè

− logP (X):

I(X) =
m∑

i=1

pi(− log(pi)) = M(− logP (X)), (6)

ãäå X - ñèñòåìà ñîîáùåíèé x1, x2, . . . , xm, ðàññìàòðèâàåìàÿ, êàê ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà ñ âåðîÿòíîñòÿìè åå çíà÷åíèé p1, p2, . . . , pm. Òàêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü åå êàê êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåð-

æàùååÿ â ñðåäíåì â ñîîáùåíèè åäèíè÷íîé äëèíû è ïîçâîëÿåò ïðèâëåêàòü
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äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâà, ñëåäóþùèå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé. Âåëè÷èíó � log(pi) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê êîëè÷åñòâî
èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè xi:

I(xi) = − log(pi). (7)

Âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè òåì áîëü-

øå, ÷åì ìåíüøå àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîñûëêè ýòîãî ñîîáùåíèÿ. Åñëè

æå âñå ñîîáùåíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû, òî ÷àñòíàÿ èí�îðìàöèÿ ñîäåðæàùàÿñÿ

â ëþáîì èç ñîîáùåíèé ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì êîëè÷åñòâîì èí�îðìàöèè,

ïîëó÷àåìûì îò ñèñòåìû.

Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû è åå ñâîéñòâà

Êàæäîå ñîîáùåíèå ïîñûëàåìîå èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé ñîäåðæèò íåêî-

òîðîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè î ñîñòîÿíèè èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Î÷åâèä-

íî, ÷òî åñëè áû ñîñòîÿíèå ñèñòåìû áûëî èçâåñòíî, òî áûëî áû èçâåñòíî

è êàêîå ñîîáùåíèå îíà áóäåò ïîñûëàòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîïðåäåëåí-

íîñòü åå ñîñòîÿíèÿ áóäåò îòñóòñòâîâàòü è ïîñûëàåìîå ñîîáùåíèå íå áóäåò

ñîäåðæàòü èí�îðìàöèè. Ïîýòîìó äëÿ âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ èí�îðìà-

öèè îò ñèñòåìû (èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé) îíà äîëæíà îáëàäàòü íåêîòîðûì

âíóòðåííèì ñâîéñòâîì, õàðàêòåðèçóþùèì íåîïðåäåëåííîñòü åå ñîñòîÿ-

íèÿ. Íàïðèìåð, â �èçèêå, âîçìîæíîñòü ñèñòåìû ñîâåðøàòü ðàáîòó, ñâÿ-

çàíà ñ íàëè÷èåì ó ñèñòåìû âíóòðåííåãî ñâîéñòâà � ýíåðãèè.

Ïðè÷åì, ÷åì áîëüøàÿ íåîïðåäåëåííîñòü èñõîäíî ïðèñóùà ñèñòåìå,

òåì áîëüøåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè îò íåå ìîæíî áóäåò ïîëó÷èòü. Îò

÷åãî ìîæåò çàâèñåòü ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû? Âî

ïåðâûõ � îò ÷èñëà ñîñòîÿíèé m, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà:

÷åì èõ áîëüøå, òåì òðóäíåå ïðåäâèäåòü â êàêîì èç ñîñòîÿíèé ñèñòåìà

íàõîäèòñÿ. Âî âòîðûõ � îò âåðîÿòíîñòåé pi, ñ êîòîðûìè ñèñòåìà ìîæåò

íàõîäèòüñÿ â äàííûõ ñîñòîÿíèÿõ: åñëè ïðåäïî÷òèòåëüíåå êàêîå-òî èç ñî-

ñòîÿíèé ñèñòåìû, ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè îñòàëüíûìè, òî ñêîðåå âñåãî

ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòüñÿ èìåííî â ýòîì ñîñòîÿíèè. Ïðè÷åì ñ òî÷êè çðå-

íèÿ ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íåâàæíî, êàêèå èìåííî

ñîîáùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó îòäåëüíîìó ñîñòîÿíèþ, âàæíî ëèøü

èõ ðàçíîîáðàçèå è âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â íèõ.

Äëÿ îöåíêè ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â òåîðèè èí-

�îðìàöèè èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, íàçûâàåìàÿ ýíòðî-

ïèåé ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå. Ýíòðîïèåé H(X) ñèñòåìû X íàçûâàåòñÿ ñóììà ïðî-

èçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íà ëîãàðè�ìû

ýòèõ âåðîÿòíîñòåé, âçÿòàÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì:

H(X) = −
m∑

i=1

pi loga(pi). (8)

Ïðè âûáîðå îñíîâàíèÿ ëîãàðè�ìà ðàâíîãî äâóì, ýíòðîïèÿ èçìåðÿåòñÿ

â áèòàõ. Òàêèì îáðàçîì ýíòðîïèåé ðàâíîé 1 áèòó îáëàäàåò ñèñòåìà,

êîòîðàÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîñòîÿíèé.

Íåòðóäíî çàìåòèòü òåñíóþ âçàèìîñâÿçü ýíòðîïèè H(X) è êîëè÷å-

ñòâà èí�îðìàöèè I. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíèÿ èí�îðìàöèè îò ñèñòåìû,

åå íåîïðåäåëåííîñòü áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Ïðè÷åì, ÷åì áîëüøå èñõîäíàÿ

íåîïðåäåëåííîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (ò.å. ýíòðîïèÿ ñèñòåìû) òåì áîëü-

øèé îáúåì êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü îò ñèñòåìû è íàîáî-

ðîò. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèÿ (èí�îðìàöèè) îò ñèñòåìû,

ìû ïîëíîñòüþ ñìîãëè îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, òî ýòî îáîçíà÷àåò,

÷òî ýíòðîïèÿ ñèñòåìû óìåíüøèëàñü äî íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî

èí�îðìàöèè, ïðèîáðåòàåìîå ïðè ïîëíîì îïðåäåëåíèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

áóäåò ðàâíî ýíòðîïèè ýòîé ñèñòåìû:

I = H(X). (9)

Åñëè ñîîáùåíèå ïîñûëàåìîå ñèñòåìîé ñîäåðæèò n ñèìâîëîâ, òî êîëè÷å-

ñòâî èí�îðìàöèè â íåì è ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

I = nH(X), (10)

à ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé H(X) ðàâíà ñðåäíåìó êîëè÷åñòâó èí-
�îðìàöèè ñèñòåìû ïðèõîäÿùåìóñÿ íà îäèí ñèìâîë ñîîáùåíèÿ

H(X) =
I

n
. (11)

�àññìîòðèì ñâîéñòâà ýíòðîïèè.

1. Åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëåíî, òî ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ðàâíà íóëþ.

Ïóñòü ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç m ñîñòîÿíèé ñ âåðî-

ÿòíîñòÿìè pi,
m∑
i=1

pi = 1. Åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçâåñòíî, òî ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â íåêîòîðîì j-ì ñî-

ñòîÿíèè ðàâíà 1, à âåðîÿòíîñòü âñåõ îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíà íó-

ëþ pi = 0, (i 6= j).
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Ïîäñòàâëÿÿ òàêèå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé â �îðìóëó äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ýíòðîïèè (8) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî j-å ñëàãàåìîå áóäåò ðàâíî íó-
ëþ: 1 · log(1) = 0, à âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

íåîïðåäåëåííîñòè âèäà: 0 · log(0) = 0 · (−∞). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâè-
ëîì Ëîïèòàëÿ äëÿ èõ ðàñêðûòèÿ:

lim
pi→0

(−pi log(pi)) = lim
pi→0

pi log

(
1

pi

)
=

= lim
pi→0

log

(
1

pi

)/(
1

pi

)
= lim

pi→0
pi

(−1

p2i

)/(−1

p2i

)
= lim

pi→0
pi = 0

(12)

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â ýíòðîïèþ ñèñòåìû, ñî-

ñòîÿíèå êîòîðîé îïðåäåëåíî, ðàâíû íóëþ.

2. Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, êîãäà âñå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

ðàâíîâåðîÿòíû: H(X) → max, åñëè pi = p = const.

Ïóñòü ñèñòåìà X ìîæåò íàõîäèòñÿ â ëþáîì èç m ñîñòîÿíèé ñ âåðî-

ÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . , pm. Ýíòðîïèÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïðå-

äåëåíà ïî �îðìóëå Øåííîíà (8). Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

H(X) ïðè óñëîâèè

m∑
i=1

pi = 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåí-

íûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ò.å. áóäåì èñêàòü áåçóñëîâíûé ýêñòðå-

ìóì �óíêöèè:

L(p1, p2, . . . , pm, λ) = −
m∑

i=1

pi log(pi) + λ

(
m∑

i=1

pi − 1

)
. (13)

Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìóìó �óíêöèè L ìîæ-

íî îïðåäåëèòü èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:





∂L
∂p1

= − log(p1)− log(e) + λ = 0
∂L
∂p2

= − log(p2)− log(e) + λ = 0

. . .
∂L
∂pm

= − log(pm)− log(e) + λ = 0

∂L
∂λ =

m∑
i=1

pi − 1 = 0

. (14)

Èç ðåøåíèÿ ïåðâûõ m óðàâíåíèé ñèñòåìû ñëåäóåò

log(pi) = − log(e) + λ. i = 1, m
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Âèäíî, ÷òî ìàêñèìóì ýíòðîïèè äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâíûõ çíà÷åíèÿõ

âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû pi = p. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ïî-

ñëåäíåå óðàâíåíèå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé

ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìóìó ýíòðîïèè áóäóò ðàâíû pi = p = 1/m,

à ìàêñèìóì ýíòðîïèè ñèñòåìû ðàâåí ëîãàðè�ìó ÷èñëà ñîñòîÿíèé

Hmax = log(m).

3. Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû Z ñîñòîÿùåé èç îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ

ïîäñèñòåì X è Y ðàâíà ñóììå ýíòðîïèé ýòèõ ïîäñèñòåì

H(Z) = H(X) +H(Y ). (15)

Ïóñòü ïîäñèñòåìà X ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèÿõ x1, x2, . . . , xm ñ

âåðîÿòíîñòÿìè pi, (i = 1, m), à ïîäñèñòåìà Y ñîñòîÿíèÿõ y1, y2, . . . , yn
ñ âåðîÿòíîñòÿìè pj, (j = 1, n) ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì ñèñòåìó

Z, ÿâëÿþùóþñÿ îáúåäèíåíèåì ïîäñèñòåì X è Y . Åå ñîñòîÿíèÿìè

zij áóäóò âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè ñîñòîÿíèé èñõîäíûõ ïîäñèñòåì
xiyj , êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî mn . Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïîäñè-

ñòåì: pij = pipj, ïðè÷åì
m∑
i=1

n∑
j=1

pij = 1. Âû÷èñëèì ýíòðîïèþ ñèñòåìû

Z:

H(Z) = H(XY ) = −
m∑

i=1

n∑

j=1

pij log(pij) = −
m∑

i=1

n∑

j=1

pipj log(pipj)

=−
m∑

i=1

n∑

j=1

pipj log(pi)−
m∑

i=1

n∑

j=1

pipj log(pj) =

=−
m∑

i=1

pi log(pi)
n∑

j=1

pj

︸ ︷︷ ︸
=1

−
m∑

i=1

pi

︸ ︷︷ ︸
=1

n∑

j=1

pj log(pj) = H(X) +H(Y ).

(16)

Äàííîå ñâîéñòâî îáîáùàåòñÿ íà ýíòðîïèþ îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì:

H(X1, X2, . . .XN) =
N∑

i=1

H(Xi). (17)

30



�èñ. 5. Ê îïðåäåëåíèþ îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ

�àíåå ìû îïðåäåëèëè ïîíÿòèå ýíòðîïèè äëÿ ñèñòåì, â êîòîðûõ ñóùå-

ñòâåííûì îáðàçîì ó÷èòûâàëàñü äèñêðåòíîñòü (ñ÷åòíîñòü) ñèãíàëîâ âû-

ðàáàòûâàåìûõ èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé. Â áèîìåäèöèíñêèõ çàäà÷àõ ìíî-

ãèå èñòî÷íèêè ñîîáùåíèé õàðàêòåðèçóþòñÿ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ñèã-

íàëîâ, â ÷àñòíîñòè áîëüøèíñòâî ñèãíàëîâ ñíèìàåìûõ ïðè îáñëåäîâàíèè

ïàöèåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ (ÝÊ�,ÝÝ� è ò.ï.) ÿâëÿ-

þòñÿ àíàëîãîâûìè, èõ âåëè÷èíà ìîæåò íåïðåðûâíî èçìåíÿòüñÿ â íåêî-

òîðîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ñèãíàëîâ ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü, êàê íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî

ýíòðîïèÿ òàêîãî èñòî÷íèêà äîëæíà áûòü ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè (â ñèëó

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ åãî ñîñòîÿíèé). �àññìîòðèì, êàê ìîæíî

îöåíèòü ýíòðîïèþ ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ñèãíàëîâ.

Ïóñòü X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàäàííàÿ íà ñâîåì èí-

òåðâàëå îïðåäåëåíèÿ �óíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

ρ(x). �àçîáüåì âåñü èíòåðâàë îïðåäåëåíèÿ íà ïðîìåæóòêè âåëè÷èíîé ∆x

(ðèñ. 5). Ïåðåéäåì ê äèñêðåòíîé âåëè÷èíå X
′

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü

çíà÷åíèÿ x
′

i ∈ X
′

, ïðèíàäëåæàò ñåðåäèíàì èíòåðâàëîâ [xi, xi+1]. Òîãäà

âåðîÿòíîñòü ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
′

ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî âûðàæåíà ÷åðåç �óíêöèþ ïëîòíîñòè ρ(x):

p(x
′

i) ≈ ρ(x
′

i)∆x,

à ýíòðîïèÿ ñèñòåìû X
′

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà îáû÷íûì îáðàçîì, ïî

�îðìóëå äëÿ ýíòðîïèè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

H(X
′

) = −
∞∑

i=−∞
p(x

′

i log(x
′

i)).
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Ïóñòü △x → 0, òîãäà H(X
′

) → H(X):

H(X) = lim
△x→0

H(X
′

) ∼= lim
△x→0

[
−

∞∑

i=−∞
ρ(x

′

i)∆x log ρ(x
′

i)∆x

]
=

= lim
△x→0

[
−

∞∑

i=−∞
ρ(x

′

i)∆x log ρ(x
′

i)

]
+ lim

△x→0

[
−

∞∑

i=−∞
ρ(x

′

i)∆x log∆x

]
=

= −
∞∫

−∞

ρ(x) log ρ(x)dx− lim
△x→0

log∆x
︸ ︷︷ ︸

=−∞

∞∫

−∞

ρ(x)dx

︸ ︷︷ ︸
=1

= ∞.

(18)

Òàêèì îáðàçîì, ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âíå çàâè-

ñèìîñòè îò âèäà çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ âñåãäà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè. Ïî-

ýòîìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñðàâíåíèÿ èí�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê

ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ñèãíàëîâ. Âèäíî, ÷òî

áåñêîíå÷íîñòü âîçíèêëà çà ñ÷åò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (18). ×òîáû óñòðà-

íèòü ýòó òðóäíîñòü, ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X0,

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå [a, b]. Ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè òàêîé âåëè÷èíû èìååò âèä:

ρ(x) =

{
1

b−a
, åñëè x ∈ [a, b],

0, åñëè x /∈ [a, b].
(19)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííóþ �óíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â

(18) ïîëó÷àåì:

H(X0) = − 1

b− a

∫ b

a

1

b− a
dx− lim

∆x→0
log∆x =

= log(b− a)︸ ︷︷ ︸
=0

− lim
∆x→0

log∆x
︸ ︷︷ ︸

=−∞

= ∞.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ (18) íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñëàãà-

åìûå, äàþùèå áåñêîíå÷íûé âêëàä â ýíòðîïèþ, â òîì è äðóãîì ñëó÷àå,

èäåíòè÷íû è íå çàâèñÿò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå õà-

ðàêòåðèñòèêè ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàññìàò-

ðèâàþò îòíîñèòåëüíóþ ýíòðîïèþ.

Îïðåäåëåíèå. Îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèåéHε(X) íåïðåðûâíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü
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ìåæäó åå ýíòðîïèåé H(X) è ýíòðîïèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðå-

äåëåííîé ðàâíîìåðíî â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå:

Hε(X) = H(X)−H0(X) = −
∞∫

−∞

ρ(x) log ρ(x)dx, (20)

Âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, ïî-

ýòîìó ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî îöåíèâàòü è ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé èí-

�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí è íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ èì ñîîòâåòñòâóþùèõ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Â ñîðåâíîâàíèè ó÷àñòâóþò 16 ñïîðòñìåíîâ. Âåðîÿòíîñòü ïîáåäû

êàæäîãî îäèíàêîâà. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèè î

òîì, êòî âûèãðàë ñîðåâíîâàíèå?

2.Â ñîñòàâå 16 âàãîíîâ, ñðåäè êîòîðûõ Ê � êóïåéíûå, Ï � ïëàöêàðòíûå

è ÑÂ � ñïàëüíûå. Ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî âàø äðóã ïðèåçæàåò â ÑÂ íåñåò

3 áèòà èí�îðìàöèè. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî â ïîåçäå âàãîíîâ ÑÂ.

3. Ó÷åíèêè êëàññà, ñîñòîÿùåãî èç 21 ÷åëîâåêà, èçó÷àþò íåìåöêèé èëè

�ðàíöóçñêèé ÿçûêè. Ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî ó÷åíèê A èçó÷àåò íåìåöêèé

ÿçûê, íåñåò log2 3 áèò èí�îðìàöèè. Ñêîëüêî ÷åëîâåê èçó÷àþò �ðàíöóç-
ñêèé ÿçûê?

4. Äëÿ çàïèñè ïèñüìà áûë èñïîëüçîâàí àë�àâèò ìîùíîñòüþ â 16 ñèì-

âîëîâ. Ïèñüìî ñîñòîÿëî èç 25 ñòðîê. Â êàæäîé ñòðîêå âìåñòå ñ ïðîáåëàìè

áûëî 64 ñèìâîëà. Ñêîëüêî áàéò èí�îðìàöèè ñîäåðæàëî ïèñüìî?

5. Ïèñüìî ñîñòîÿëî èç 30 ñòðîê. Â êàæäîé ñòðîêå âìåñòå ñ ïðîáåëàìè

ïî 48 ñèìâîëîâ. Ïèñüìî ñîäåðæàëî 900 áàéò èí�îðìàöèè. Êàêîâà ìîù-

íîñòü àë�àâèòà (êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ), êîòîðûì áûëî íàïèñàíî ïèñüìî?

6. Äëÿ øè�ðîâàíèÿ èí�îðìàöèè áûë èñïîëüçîâàí êîä, ñîñòîÿùèé èç

64 ðàçëè÷íûõ çíàêîâ. Êàêîå êîëè÷åñòâî áàéò ñîäåðæèò øè�ðîâêà, ñî-

ñòîÿùàÿ èç 110 ãðóïï ïî 12 çíàêîâ â êàæäîé ãðóïïå?

7. Êàêîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèÿõ î òîì,

÷òî òåëå�îííûé íîìåð à) çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëîì 47, á) íà÷èíàåòñÿ ÷èñ-

ëîì 47? Â êàêîì ñîîáùåíèè ñîäåðæèòñÿ áîëüøå èí�îðìàöèè è ïî÷åìó?

Áóäåò ëè âëèÿòü äëèíà òåëå�îííîãî íîìåðà íà êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè

ñîäåðæàùååñÿ â ýòèõ ñîîáùåíèÿõ?
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8. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèÿõ: à) �ñåãîäíÿ ìîé

äåíü ðîæäåíèÿ�, á) �ñåãîäíÿ íå äåíü ìîåãî ðîæäåíèÿ�? â) Ñêîëüêî èí-

�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â îòâåòå íà âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè òåêóùèé

äåíü Âàøèì äíåì ðîæäåíèÿ?

9. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñòóäåíòîì îöåíêè �îòëè÷íî�, �õîðîøî�, �óäî-

âë.� è �íåóä.� ñîñòàâëÿåò 0.3, 0.4, 0.2, 0.1 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîå êîëè÷å-

ñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèè �ñòóäåíò ñäàë ýêçàìåí�?

10. Ïðèåì ñèãíàëîâ ïðîèçâîäèòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ ïðèåìíèêà. Ïîä

ïðàâèëüíûì ïðèåìîì ïîíèìàåòñÿ ïðàâèëüíûé ïðèåì ñèãíàëà îáîèìè

ïðèåìíèêàìè îäíîâðåìåííî. Ïðàâèëüíûé ïðèåì ñèãíàëà îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.8 è 0.9 íåçàâèñèìî êàæäûì ïðèåìíèêîì. Ñêîëüêî

èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèè �íåïðàâèëüíî ïðèíÿòûé ñèãíàë�?

11. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàåòñÿ ïÿòèðàçðÿäíàÿ êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿ.

Âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ ëþáîãî ñèìâîëà 0.1. Êàêîå êîëè÷åñòâî èí�îð-

ìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèÿõ: à) �èí�îðìàöèÿ ïðèíÿòà ïðàâèëüíî�,

á) �èñêàæåí îäèí ñèìâîë â ñîîáùåíèè�?

12. Ñèãíàëû x1, x2, x3 ïåðåäàþòñÿ èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé ñî ñëåäóþ-

ùèìè âåðîÿòíîñòÿìè 0.2, 0.3, 0.5. Îïðåäåëèòü ýíòðîïèþ èñòî÷íèêà ñîîá-

ùåíèé, êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â êàæäîì ñèãíàëå è êî-

ëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè äëèíîé 10 ñèãíàëîâ.

13. Îöåíèòü ýíòðîïèþ ñèñòåìû, ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåíèÿ

äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà â ïåðâîì ýêñïåðè-

ìåíòå ðàâíà 0.7, à âî âòîðîì 0.9.

14. Îöåíèòü âåðõíþþ ãðàíèöó ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñëóõîâîãî àíàëèçà-

òîðà (ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â ñåê). Äèàïàçîí âîñïðèíè-

ìàåìûõ ÷àñòîò 20 �ö - 20 ê�ö ( 10 îêòàâ). Â îêòàâå ìîæíî ðàçëè÷èòü

äî 12 òîíîâ. Îò ïîðîãà ñëûøèìîñòè äî áîëåâîãî ïîðîãà 250 ñòóïåíåé.

Â ñåêóíäó ñëóõîâîé àíàëèçàòîð ìîæåò ðàçëè÷àòü 10 òîíîâ.

15. Îöåíèòü âåðõíþþ ãðàíèöó ÷óâñòâèòåëüíîñòè çðèòåëüíîãî àíàëè-

çàòîðà. Â ñåò÷àòêå 107 ñâåòî÷óâñòâèòåëüíûõ ðåöåïòîðîâ. Êàæäûé ðåöåï-
òîð äàåò ñïåöè�è÷åñêóþ ðåàêöèþ îò ïîðîãà âèäèìîñòè äî áîëåâîãî ïî-

ðîãà � 100 ãðàäàöèé. Âðåìÿ ðåàêöèè íà çðèòåëüíûé îáðàç 0,1 ñåê. Êàêèå

èí�îðìàòèâíûå âîçìîæíîñòè çðèòåëüíîãî àíàëèçàòîðà íå ó÷èòûâàþòñÿ

ïðè òàêîé îöåíêå? 16. Ïðè èçìåðåíèè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëííîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû X ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðÿä çíà÷åíèé: 5; 4; 4; 7; 6; 5; 3.

Îïðåäåëèòü îòíîñèòåëüíóþ ýíòðîïèþ âåëè÷èíû X.
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Ëåêöèÿ 3. Ýíòðîïèÿ âçàèìîñâÿçíûõ

ñèñòåì

Óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ

Åñëè èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âçàèìîçàâè-

ñèìûõ (âçàèìîñâÿçàííûõ) ìåæäó ñîáîé ïîäñèñòåì, òî ïðîñòîå ñëîæåíèå

èõ ýíòðîïèé óæå íå ïðèìåíèìî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó âçàèìîñâÿçè ìåæ-

äó ïîäñèñòåìàìè, èí�îðìàöèÿ î òîì, â êàêîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ îäíà

èç ïîäñèñòåì ïîçâîëÿåò íàì áîëåå îïðåäåëåííî ñóäèòü, êàê î ñîñòîÿíèè

âòîðîé ïîäñèñòåìû, òàê è î ñîñòîÿíèè âñåé ñèñòåìû â öåëîì. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýíòðîïèÿ âñåé ñèñòåìû áóäåò ìåíüøå, ÷åì ñóììà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ýíòðîïèé ïîäñèñòåì. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè

âçàèìîñâÿçàííûõ ñèñòåì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå óñëîâíîé ýíòðîïèè.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå çàâèñèìûå ñèñòåìû X è Y õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ñî-

ñòîÿíèÿìè x1, x2, . . . , xm è y1, y2, . . . , yn ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi, (i = 1, m), è

pj, (j = 1, n), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà X íàõîäèòñÿ

â ñîñòîÿíèè xi. Ïîñêîëüêó ñèñòåìû âçàèìîñâÿçàíû, òî âåðîÿòíîñòü íà-

õîæäåíèÿ ñèñòåìû Y â ñîñòîÿíèè yj áóäåò çàâèñåòü îò òîãî ñîñòîÿíèÿ xi,

â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ïîäñèñòåìà X. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿò-

íîñòüþ p(yj/xi) ñîñòîÿíèÿ yj , ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà X íàõîäèòñÿ â

ñîñòîÿíèè xi. Î÷åâèäíî, ÷òî

n∑
j=1

p(yj/xi) = 1. Åñëè íåâàæíî â êàêîì ñî-

ñòîÿíèè íàõîäèòñÿ ñèñòåìà X, òî áåçóñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ

ñèñòåìû Y â ñîñòîÿíèè yj ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿò-
íîñòè:

p(yj) =

m∑

i=1

p(xi)p(yj/xi). (21)

Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû Y , ïðè óñëîâèè ÷òî ñèñòåìà X íàõîäèòñÿ â ñîñòî-

ÿíèè xi íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé óñëîâíîé ýíòðîïèåé ñèñòåìû Y îòíî-
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ñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ xi:

H(Y/xi) = −
n∑

j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi)). (22)

Îíà çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì èç ñîñòîÿíèé xi áóäåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà

X, ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå óñëîâíîé ýíòðîïèè ñèñòåìû

Y îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû X óñðåäíèâ åå ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì xi:

H(Y/X) = −
m∑

i=1

p(xi)

n∑

j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi)). (23)

Âûðàæåíèå (23) íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé ýíòðîïèåé ñèñòåìû Y îòíîñè-

òåëüíî ñèñòåìû X. Îíà õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ íåîïðåäåëåííîñòü ñî-

ñòîÿíèÿ ñèñòåìû Y , ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû X ïîëíîñòüþ

îïðåäåëåíî. Âíîñÿ p(xi) ïîä çíàê ñóììû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî p(xi)p(yj/xi) =
p(xi, yj), óñëîâíóþ ýíòðîïèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

H(Y/X) = −
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log(p(yj/xi)). (24)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü H(X/yj) � ÷àñòíóþ óñëîâíóþ ýíòðî-

ïèþ ñèñòåìû X îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ yj è H(X/Y) � ïîëíóþ óñëîâíóþ

ýíòðîïèþ ñèñòåìû X îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Y :

H(X/yj) = −
m∑

i=1

p(xi/yj) log(p(xi/yj)), (25)

H(X/Y ) =−
n∑

j=1

p(yj)
m∑

i=1

p(xi/yj) log(p(xi/yj)) =

=−
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj)),

(26)

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû X îòíîñè-

òåëüíî ñèñòåìû Y .

Â ñëó÷àå èñòî÷íèêîâ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ñèãíàëîâ àíàëîãè÷íî

ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîñèòåëüíóþ óñëîâíóþ ýíòðîïèþ íåïðåðûâ-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y îòíîñèòåëüíî X:

Hε(Y/X) = −
∞∫

−∞

∞∫

−∞

ρ(x, y) log ρ(y/x)dxdy, (27)
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è îòíîñèòåëüíóþ óñëîâíóþ ýíòðîïèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îòíîñè-

òåëüíî Y :

Hε(X/Y ) = −
∞∫

−∞

∞∫

−∞

ρ(x, y) log ρ(x/y)dxdy, (28)

ãäå ρ(x, y) � äâóìåðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè,
ρ(x/y), ρ(y/x) � óñëîâíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-

ñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ýíòðîïèÿ îáúåäèíåíèÿ ñèñòåì

�àññìîòðèì ñèñòåìû X è Y , êàê ïîäñèñòåìû íåêîòîðîé îáúåäèíåííîé

ñèñòåìû Z. Åå ñîñòîÿíèÿ zij îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåâîçìîæ-

íûõ ñîñòîÿíèé ïîäñèñòåì xi è yj, (i = 1, m, j = 1, n) è ñîîòâåòñòâóþùèìè

èì âåðîÿòíîñòÿì p(xi, yj), ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ýíòðîïèþ îáú-

åäèíåíèÿ ñèñòåì (X, Y ):

H(X, Y ) = −
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log(p(xi, yj)). (29)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýíòðîïèÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäñèñòåì ðàâíà

áåçóñëîâíîé ýíòðîïèè îäíîé èç íèõ ïëþñ óñëîâíîé ýíòðîïèé äðóãîé ïîä-

ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïåðâîé.

H(X, Y ) = H(X) +H(Y/X) = H(Y ) +H(X/Y ). (30)

Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî:
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H(X, Y ) = −
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log(p(xi, yj)) =

=−
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi)p(yj/xi) log(p(xi)p(yj/xi)) =

=−
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi)p(yj/xi) log(p(xi))−

−
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi)p(yj/xi) log(p(yj/xi)) =

=−
m∑

i=1

p(xi) log(p(xi))

n∑

j=1

p(yj/xi)

︸ ︷︷ ︸
=1

−

−
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi)p(yj/xi) log(p(yj/xi)) = H(X) +H(Y/X).

Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé îáúåäèíåíèÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ÷èñëà âçàèìîçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì Xk, (k = 1, m):

H(X1, X2, . . . , XM) =H(X1) +H(X2/X1) +H(X3/X1, X2)+

+ . . .+H(Xm/X1, X2, . . . , Xm−1).
(31)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäñèñòåìû X è Y íåçàâèñèìû, ò.å. óñëîâ-

íàÿ âåðîÿòíîñòü êàêîãî ëèáî ñîñòîÿíèÿ îäíîé ñèñòåìû ðàâíà áåçóñëîâ-

íîé âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ p(xi/yj) = p(xi) è p(yj/xi) = p(yj), òî

óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ ïîäñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ åå áåçóñëîâíîé ýíòðîïèåé:

H(X/Y ) =−
n∑

j=1

p(yj)
m∑

i=1

p(xi/yj) log(p(xi/yj)) =

=−
n∑

j=1

p(yj)

︸ ︷︷ ︸
=1

m∑

i=1

p(xi) log(p(xi)) = H(X),
(32)

à ýíòðîïèÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäñèñòåì áóäåò ðàâíà ñóììå áåçóñëîâíûõ

ýíòðîïèè ýòèõ ïîäñèñòåì:

H(X, Y ) = H(X) +H(Y ). (33)
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�àññìîòðèì äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñîñòîÿíèå îäíîé ïîäñèñòå-

ìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå äðóãîé, ò.å ìåæäó ïîäñèñòåìàìè ñó-

ùåñòâóåò �óíêöèîíàëüíàÿ (äåòåðìèíèðîâàííàÿ) ñâÿçü. Åñëè ïîäñèñòåìà

Y íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè yk, òî ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1 óêàçàòü â êàêîì ñîñòîÿíèè xi íàõîäèòñÿ ïîäñèñòåìà X:

p(xi/yj) =

{
1, j = k

0, j 6= k
. (34)

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ îäíîé ïîäñèñòåìû îòíîñèòåëüíî äðóãîé

ðàâíà íóëþ:

H(X/Y ) =−
n∑

j=1

p(yj)
m∑

i=1

p(xi/yj) log(p(xi/yj)) =

=−
n∑

j=1

p(yj)

︸ ︷︷ ︸
=1

[0 · log(0) + . . .+ 1 · log(1) + . . .+ 0 · log(0)]︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

à ýíòðîïèÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäñèñòåì ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíîé ýíòðî-

ïèåé êàæäîé èç ïîäñèñòåì (òàêèå ïîäñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè):

H(X, Y ) = H(X) = H(Y ). (35)

Â ëþáîì ïðîìåæóòî÷íîì ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó ïîäñèñòåìàìè íàáëþ-

äàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü, óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ íå ìîæåò ïðåâû-

øàòü áåçóñëîâíóþ ýíòðîïèþ:

H(X/Y ) ≤ H(X), H(Y/X) ≤ H(Y ), (36)

à ýíòðîïèÿ îáúåäèíåíèÿ íå ïðåâûøàåò ñóììû ýíòðîïèé ïîäñèñòåì:

H(X, Y ) ≤ H(X) +H(Y ). (37)

Âñå ñâîéñòâà ýíòðîïèè, ïîëó÷åííûå ðàííåå äëÿ äèñêðåòíûõ èñòî÷íè-

êîâ ñîîáùåíèé, ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñàòü è äëÿ îòíîñèòåëü-

íîé ýíòðîïèè èñòî÷íèêîâ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ñèãíàëîâ.

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ îáúåäèíåíèÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí X è Y èìååò âèä:

Hε(X, Y ) = −
∞∫

−∞

∞∫

−∞

ρ(x, y) log ρ(x, y)dxdy, (38)
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ãäå ρ(x, y) � äâóìåðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû äâóõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ðàâíà ñóììå îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè îäíîé âåëè÷èíû è óñëîâíîé

îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè äðóãîé è íàîáîðîò:

Hε(X, Y ) = Hε(X) +Hε(Y/X) = Hε(Y ) +Hε(X/Y ). (39)

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû äâóõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí íå ïðåâûøàåò ñóììû îòíîñèòåëüíûõ ýíòðîïèè ýòèõ âåëè÷èí, ïðè÷åì

ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâè-

ñèìû:

Hε(X, Y ) ≤ Hε(X) +Hε(Y ). (40)

Ýíòðîïèÿ ýðãîäè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé

Ïóñòü èìååòñÿ èñòî÷íèê ñîîáùåíèé, ãåíåðèðóþùèé ñèìâîëû x1, x2, . . . , xn

ñ âåðîÿòíîñòÿìè p(xi), i = 1, n. Åñëè ìåæäó ñèìâîëàìè àë�àâèòà èñòî÷-

íèêà èìååòñÿ âçàèìîñâÿçü, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ñãåíåðèðî-

âàííûõ èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé, áóäåò îïðåäåëåÿòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëå-

íèÿ ïîñëåäóþùåãî ñèìâîëà xj p(xj/xi, . . . , xk). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé

ñèòóàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîÿâëåíèå áóêâ â ïðåäëîæåíèè. Èñòî÷-

íèêîì ñîîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé îñìûñëåííûé òåêñò. Àë�àâèò èñ-

òî÷íèêà (êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñèìâîëîâ) îïðåäåëÿåòñÿ ÿçûêîì íà êîòî-

ðîì íàïèñàí òåêñò. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîé áóêâû

çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ áóêâà (èëè íåñêîëüêî áóêâ) áûëè ïåðåä íåé. Â

÷àñòíîñòè, â ðóññêîì ÿçûêå âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ìÿãêîãî èëè òâåðäî-

ãî çíàêà áóäåò ðàçëè÷íîé ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ãëàñíûõ èëè ñîãëàñíûõ áóêâ

(â ÷àñòíîñòè, ïîñëå ãëàñíîé áóêâû îíà ðàâíà íóëþ). Òî÷íî òàêæå âåðî-

ÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â òåêñòå äâóõ îäèíàêîâûõ áóêâ ïîäðÿä ñóùåñòâåííî

ìåíüøå, ÷åì äâóõ ðàçëè÷íûõ. Âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü p(xj) ñèìâîëà xj

íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé äëÿ çàäàííîãî àë�àâèòà x1, x2, . . . , xn ýðãîäè÷å-

ñêîãî èñòî÷íèêà, à çàâèñèò îò òîãî êàêèå r ñèìâîëîâ è â êàêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áûëè ñãåíåðèðîâàíû ïîñëåäíèìè. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàòü

íåïîñðåäñòâåííî �îðìóëó Øåííîíà, äëÿ îöåíêè ýíòðîïèè òàêèõ ñèñòåì,

íåëüçÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèåì ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, âëèÿþùèõ íà âåðîÿòíîñòü

ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ñèìâîëà.
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Îïðåäåëåíèå. Ýðãîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì r-ãî ïîðÿäêà íàçûâà-

åòñÿ èñòî÷íèê ñîîáùåíèé ó êîòîðîãî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåêîòî-

ðîãî ñèìâîëà xj çàâèñèò òîëüêî îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîÿâëåíèÿ r

ïðåäûäóùèõ ñèìâîëîâ:

p(xj/x
(1)
i , x

(2)
k , . . . , x

(r)
l ) = p(xj/x

(1)
i , x

(2)
k , . . . , x

(r)
l , x(r+1)

m ). (41)

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà r-ãî ïî-

ðÿäêà áóäåò ðàâíî m = nr
.

Ïóñòü P (Sk) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñòî÷íèê ñîîáùåíèé íàõîäèëñÿ

â ñîñòîÿíèè Sk. Î÷åâèäíî, ÷òî

m∑
k=1

P (Sk) = 1. Âûðàáîòàâ íåêîòîðûé ñèì-

âîë, èñòî÷íèê ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå Sl. Ó íàñ èìååòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü

ñâÿçàííàÿ ñ òåì, èç êàêîãî ñîñòîÿíèÿ Sk îí ïåðåøåë â äàííîå ñîñòîÿíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Sl/Sk) âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ Sl, ïðè óñëîâèè, ÷òî

èñòî÷íèê íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè Sk. Òîãäà ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà â ñîñòî-

ÿíèè Sk ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(Sk) = −
∑

l/k

P (Sl/Sk) logP (Sl/Sk), (42)

ãäå

∑
l/k

îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåâîçìîæíûì ïåðåõîäàì èç ñîñòîÿ-

íèé Sk â ñîñòîÿíèå Sl.

Ýíòðîïèÿ ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ðåçóëüòàò óñðåä-

íåíèÿ ïî âñåâîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì Sk:

H(X) =
m∑

k=1

P (Sk)H(Sk) = −
m∑

k=1

∑

l/k

P (Sk)P (Sl/Sk) logP (Sl/Sk) =

=−
m∑

k=1

∑

l/k

P (Sk, Sl) logP (Sl/Sk).

(43)

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè ýðãîäè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ ðàçíûõ

ïîðÿäêîâ ÷åðåç óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ãåíåðàöèè ñèìâîëîâ èñòî÷íîêîâ.

Ýðãîäè÷åñêèé èñòî÷íèê 0-ãî ïîðÿäêà. Âåðîÿòíîñòíûå ñâÿçè ìåæ-

äó ñèìâîëàìè àë�àâèòà îòñóòñòâóþò: p(xj/x
(1)
i , x

(2)
k , . . . , x

(r)
l ) = p(xj).

Ïîñêîëüêó ïðåäèñòîðèÿ (ò.å. ïðåäûäóùèé ñèìâîë ñãåíåðèðîâàííûé

èñòî÷íèêîì) íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü ãåíåðàöèè ïîñëåäóþùåãî ñèì-

âîëà xj, òî ó èñòî÷íèêà èìååòñÿ òîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå S0, âåðîÿò-

íîñòü êîòîðîãî P (S0) = 1, m = 1. Ïðè ãåíåðàöèè ëþáîãî ñèìâîëà
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xi, èñòî÷íèê ïåðåõîäèò â òîæå ñàìîå ñîñòîÿíèå S0. Óñëîâíàÿ âåðîÿò-

íîñòü òàêîãî ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ãåíå-

ðàöèè ñèìâîëà xi: P (S0/S0) = p(xi), à ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïðå-

õîäàì

∑
l/k

→
n∑

i=1

. Ïîäñòàâëÿÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ýðãîäè÷åñêîãî

èñòî÷íèêà 0-ãî ïîðÿäêà â �îðìóëó (143) ïîëó÷àåì:

H0(X) =−
1∑

k=1

∑

l/k

P (S0)P (S0/S0) logP (S0/S0) =

=−
n∑

i=1

p(xi) log p(xi),

(44)

ò.å. ýíòðîïèÿ ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà 0-ãî ïîðÿäêà ðàññ÷èòûâàåòñÿ

ïî îáû÷íîé �îðìóëå äëÿ ýíòðîïèè ñèñòåìû  íåçàâèñèìûìè ñèãíà-

ëàìè.

Ýðãîäè÷åñêèé èñòî÷íèê 1-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòü ãåíå-

ðàöèè ëþáîãî ñèìâîëà xj âëèÿåò òîëüêî òî, êàêîé ñèìâîë áûë ñãå-

íåðèðîâàí ïðåäûäóùèì (ò.å. ó÷èòûâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ïàðàìè ñèì-

âîëîâ): p(xj/x
(1)
i , x

(2)
k , . . . , x

(r)
l ) = p(xj/xi). Òàêîé èñòî÷íèê èìååò

m = n ñîñòîÿíèé. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ãåíåðàöèè ñèìâîëà xj áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ ñîñòîÿíèÿìè:

S1, åñëè ïðåäûäóùèé ñèìâîë áûë x1;

S2, åñëè ïðåäûäóùèé ñèìâîë áûë x2;
. . .

Sn, åñëè ïðåäûäóùèé ñèìâîë áûë xn.

Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç âåðîÿòíîñòè ãåíåðàöèè ñèìâîëîâ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

P (Sk) = p(xi), P (Sl/Sk) = p(xj/xi),

à ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû ïî ñîñòîÿíèÿì èìåþò âèä:

m∑
k=1

→
n∑

i=1

,

∑
l/k

→
n∑

j=1

.

Òàêèì îáðàçîì ýíòðîïèÿ ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà 1-ãî ïîðÿäêà ìî-
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æåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå:

H1(X) =−
m∑

k=1

∑

l/k

P (Sk)P (Sl/Sk) logP (Sl/Sk) =

=−
n∑

i=1

n∑

j=1

p(xi)p(xj/xi) log p(xj/xi) =

=−
n∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, xj) log p(xj/xi).

(45)

Ýðãîäè÷åñêèé èñòî÷íèê 2-ãî ïîðÿäêà. Âåðîÿòíîñòü ãåíåðàöèè ëþ-

áîãî ñèìâîëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãåíåðàöèè äâóõ ïðå-

äûäóùèõ ñèìâîëîâ p(xj/x
(1)
i , x

(2)
k , . . . , x

(r)
l ) = p(xj/xi, xh). Êîëè÷å-

ñòâî ñîñòîÿíèé òàêîãî èñòî÷íèêà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âñåâîçìîæ-

íûõ ïàð ñèìâîëîâ xixh, ò.å. m = n2
. Îáîçíà÷èì Sk ≡ Sh,i ñîñòîÿíèå

èñòî÷íèêà îïðåäåëÿåìîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãåíåðàöèè ñèìâîëîâ

xh è xi, ïðè÷åì ñèìâîë xh áûë ñãåíåðèðîâàí ðàíåå ñèìâîëà xi. Ïî-

ñëå ãåíåðàöèè ñèìâîëà xj, èñòî÷íèê ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå Sl ≡ Si,j

Òîãäà:

P (Sk) = p(xh, xi), P (Sl/Sk) = P (Si,j/Sh,i) = p(xj/xh, xi),

à ñîîòâåòñòóþùèå ñóììû:

m∑
k=1

→
n∑

i=1

n∑
h=1

è

∑
l/k

→
n∑

j=1

(îáðàòèòå âíè-

ìàíèå, ÷òî íå ìåæäó âñåìè ñîñòîÿíèÿìè èñòî÷íèêà âîçìîæíû ïåðå-

õîäû). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (143) ïîëó÷èì, ÷òî ýíòðîïèÿ ýðãîäè÷å-

ñêîãî èñòî÷íèêà 2-ãî ïîðÿäêà èìååò âèä:

H2(X) =−
m∑

k=1

∑

l/k

P (Sk)P (Sl/Sk) logP (Sl/Sk) =

=−
n∑

i=1

n∑

h=1

n∑

j=1

p(xh, xi)p(xj/xh, xi) log p(xj/xh, xi) =

=−
n∑

i=1

n∑

h=1

n∑

j=1

p(xh, xi, xj) log p(xj/xh, xi).

(46)

Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ �îðìóëû äëÿ ýíòðîïèè ýðãîäè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ

áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Íàïðèìåð äëÿ èñòî÷íèêà 3-ãî ïîðÿäêà ñïðàâåä-
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ëèâà �îðìóëà:

H3(X) = −
n∑

i=1

n∑

h=1

n∑

j=1

n∑

g=1

p(xh, xi, xj, xg) log p(xg/xj, xh, xi). (47)

Ýðãîäè÷íîñòü èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýíòðîïèÿ

òàêîãî èñòî÷íèêà áóäåò ìåíüøå, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñòî÷íèêîì ñ íåçàâè-

ñèìûìè ñèìâîëàìè, ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå âçàèìîñâÿçè ñèìâîëîâ ïî-

ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ íàäåæíîñòè ïðåäñêàçûâàòü

ïîÿâëåíèå òîãî èëè èíîãî ñèìâîëà ïî èçâåñòíîé ïðåäûñòîðèè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèãíàëîâ, âûðàáàòûâàåìûå ýðãîäè÷åñêèì èñòî÷-

íèêîì ñîîáùåíèé îáëàäàþò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåä-

ñòâèåì ñëåäóþùåé òåîðåìû, ïðèâîäèìîé íèæå áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà îá ýðãîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Äëÿ ëþáûõ

ε > 0 è δ > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî M0, ïðè êîòîðîì ýðãîäè÷å-

ñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C, âûðàáàòûâàåìûå ýðãîäè÷åñêèì èñòî÷-

íèêîì ñîîáùåíèé, äëèíîé M > M0 ðàñïàäàþòñÿ íà äâà êëàññà:

1) íåòèïè÷íûå, ñóììà âåðîÿòíîñòåé êîòîðûõ ìåíüøå ε;
2) òèïè÷íûå, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó:

∣∣∣∣H(X)− 1

M
log

(
1

P (C)

)∣∣∣∣ < δ. (48)

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ äâà ñâîéñòâà òèïè÷íûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ýðãîäè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ.

Ñâîéñòâî 1. Âñå òèïè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëè-

íû, âûðàáàòûâàåìûå ýðãîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé, ïðèáëè-

çèòåëüíî ðàâíîâåðîÿòíû.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (48) ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òèïè÷íîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó äâîéíîìó íåðàâåí-

ñòâó:

2−M(H(X)+δ) < P (C) < 2−M(H(X)−δ)

Ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäåëû ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòåé ñòðåìÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå âåëè÷èíå:

P (C) = lim
M→∞(δ→0)

2−M(H(X)±δ) = 2−MH(X). (49)

Îòêóäà âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ëþáîé òèïè÷íîé ýðãî-

äè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (äîñòàòî÷íî äëèííîé) îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî åå äëèíîé M è ýíòðîïèåé ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà H(X).
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Ñâîéñòâî 2. Ïðè áîëüøîì M êîëè÷åñòâî òèïè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé íè÷òîæíî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, âûðàáàòûâàåìûõ ýðãîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì.

Ñîãëàñíî ïåðâîìó ñëåäñòâèþ, îáùåå êîëè÷åñòâî òèïè÷íûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé äëèíîé M ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïî �îðìóëå:

NT =
1

P (C)
≈ 2MH(X), (50)

à îáùåå ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå ìîæåò

âûðàáàòûâàòü ýðãîäè÷åñêèé èñòî÷íèê, ðàâíî N0 = nM = [2log2 n]M .
Âû÷èñëèì ïðåäåë:

lim
M→∞

NT

N0
= lim

M→∞
2M [H(X)−log2 n]. (51)

Òàê êàê èñòî÷íèê ýðãîäè÷åñêèé, òî H(X) < log2 n = Hmax è, ñëåäî-

âàòåëüíî,

lim
M→∞

NT

N0
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ òèïè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåñêîíå÷íî ìàëî

ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ÷èñëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûðàáàòûâàåìûõ

ýðãîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì, èìåííî îíè â îñíîâíîì è âûðàáàòûâàþòñÿ.

Ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü ëþáîé òèïè÷íîé ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâà. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÷àñòîòíûå ñâîéñòâà áóêâ ëþáîãî àë�àâèòà

ìîæíî èçó÷àòü îñíîâûâàÿñü íà äîñòàòî÷íî äëèííûõ òåêñòàõ, íåçàâèñèìî

îò òîãî ê êàêîé îáëàñòè (òåõíè÷åñêèé òåêñò, ïî èñêóññòâó, õóäîæåñòâåí-

íûé è ò.ï.) îíè îòíîñÿòñÿ. Ëþáîé òàêîé òåêñò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïðèìåð òèïè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íåòèïè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, òåêñò ñîñòîÿùèé èç ïîâòîðåíèÿ òîëüêî îäíîé áóê-

âû).

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî çàêî-

íà ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè îäíîìåðíîé íåïðå-

ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêî-

íó. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ äèñïåðñèåé σ2
è íóëåâûì
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ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èìååò âèä:

ρ(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 .

Ïîäñòàâëÿÿ ρ(x) â (18), ïîëó÷àåì:

Hε(X) = −
∞∫

−∞

1√
2πσ

e−
x2

2σ2 log

(
1√
2πσ

e−
x2

2σ2

)
dx =

= − 1√
2πσ


log

(
1√
2πσ

) ∞∫

−∞

e−
x2

2σ2 dx+
log e

2σ2

∞∫

−∞

x2e−
x2

2σ2 dx


 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∞∫

−∞

e−
x2

2σ2 dx =
√
2πσ,

∞∫

−∞

x2e−
x2

2σ2 dx =
√
2πσ3

è ïðîâåäÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ýíòðîïèÿ íåïðå-

ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó

èìååò âèä:

Hε(X) = log(
√
2πeσ), (52)

ò.å îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îäíèì ïàðàìåòðîì ñèãíàëà � åãî äèñïåðñèåé

(ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ â íåïðåðûâíîé ñèñòåìå ïåðå-

äà÷è èí�îðìàöèè?

2. Ýðãîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ãåíðèðóåòñÿ ñîîîáùå-

íèå AAABCCBBABCBBACCABC. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîîáùåíèå ïîëíîñòüþ

îòðàæàåò âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ñèãíàëîâ èñòî÷íèêà, îïðåäëèòü åãî

ýíòðîïèþ. Íà ñêîëüêî óâåëè÷èòñÿ ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà, åñëè ýðãîäè÷íî-

ñòüþ ïðåíåáðå÷ü?. Êàêîâà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà?

3. Ýðãîäè÷åñêèé èñòî÷íèê ñîîáùåíèé ãåíåðèðóåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíî-

ñòüþ 6 ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ, ïðè÷åì ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé çàïðåùåíà

ïðåäà÷à äâóõ îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ ïîäðÿä. Îöåíèòü êîëè÷åñòâî èíî�ð-

ìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â ñîîáùåíèè äëèíîé 100 ñèìâîëîâ.
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4. Ýíòðîïèÿ ýðãîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ðàâíà 0.3 áèòà. Îöå-

íèòü êîëè÷åñòâî òèïè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé 50 ñèìâîëîâ âû-

ðàáàòûâàåìûõ èñòî÷íèêîì.
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Ëåêöèÿ 4. Èí�îðìàöèîííîå îïèñàíèå

ñèñòåì ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè

Èí�îðìàöèîííàÿ ìîäåëü êàíàëà ñâÿçè

�àññìîòðèì îïèñàíèå êàíàëà ñâÿçè ñ èí�îðìàöèîííîé ñòîðîíû. Íàñ

íå áóäåò èíòåðåñîâàòü íè �èçè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåäàâàåìîãî ñèã-

íàëà, íè òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ óñòðîéñòâà (êàíàëà ñâÿçè) äëÿ ïåðåäà-

÷è ñèãíàëîâ.

Îáùàÿ èí�îðìàöèîííàÿ ìîäåëü êàíàëà ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-

þùèå íàáîðû âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêè:

• íàáîð âõîäíûõ ñîñòîÿíèé x1, x2, . . . , xm, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèãíàëàì

èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé X, è âåðîÿòíîñòè p(x1), p(x2), . . . , p(xm) ýòèõ
ñîñòîÿíèé, ðàâíûå âåðîÿòíîñòÿì ãåíåðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèãíà-

ëîâ èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé;

• íàáîð âûõîäíûõ ñîñòîÿíèé y1, y2, . . . , yn, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèãíà-

ëàì, ïðèíèìàåìûì ïðèåìíèêîì Y è âåðîÿòíîñòè p(y1), p(y2), . . . , p(yn)

ïðèåìà ýòèõ ñèãíàëîâ;

• íàáîð óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé p(yj/xi), õàðàêòåðèçóþùèõ âåðîÿòíî-

ñòè ïîÿâëåíèÿ ñèãíàëà yj íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè (âõîäå ïðèåìíèêà),
ïðè óñëîâèè ïîñûëêè ñèãíàëà xi èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé;

• íàáîð óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé p(xi/yj), õàðàêòåðèçóþùèõ âåðîÿòíî-
ñòè ïîñûëêè ñèãíàëà xi, èñòî÷íèêîì, ïðè óñëîâèè ïîëó÷åíèÿ ñèãíà-

ëà yj ïðèåìíèêîì;

• íàáîð âåðîÿòíîñòåé p(xi, yj), õàðàêòåðèçóþùèõ âåðîÿòíîñòè ñîâìåñò-
íîãî ïîÿâëåíèÿ ñèãíàëà xi íà âõîäå è ñèãíàëà yj íà âûõîäå êàíàëà

ñâÿçè.
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�èñ. 6. Âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå êàíàëà ñâÿçè. À - ñî ñòîðîíû èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé,

Â � ñî ñòîðîíû ïðèåìíèêà ñîîáùåíèé

Êîëè÷åñòâî âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ íå îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü

îäèíàêîâî. Íàïðèìåð, ðàçëè÷íûì âõîäíûì ñèãíàëàì ìîæåò ñîîòâåòñòâî-

âàòü îäèí è òîò æå âûõîäíîé.

Åñëè â êàíàëå ñâÿçè èìåþòñÿ ïîìåõè, òî êàæäîìó ïîñëàííîìó èñòî÷-

íèêîì ñèãíàëó xi áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü (ðèñ. 6-A) íåêîòîðîå ðàñïðåäåëå-

íèå âåðîÿòíîñòåé ñèãíàëîâ ïîëó÷åííûõ ïðèåìíèêîì p(Y/xi), âèä êîòîðî-
ãî áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé èñêàæåíèé ñèãíàëîâ xi ïðè ïåðåäà÷å èõ

ïî êàíàëó ñâÿçè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàíàë ñâÿçè

ñî ñòîðîíû èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé, ïîñûëàÿ èçâåñòíûé ñèãíàë xi è àíà-

ëèçèðóÿ ðàñïðåäåëåíèå ñèãíàëîâ ïîëó÷åííûõ ïðèåìíèêîì. Óäîáíî ýòè

âåðîÿòíîñòè çàïèñûâàòü â âèäå ìàòðèöû:

Îïðåäåëåíèå. Êàíàëüíîé ìàòðèöåé èñòî÷íèêà P (Y/X) íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöà, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé ðàñ-

ïîëîæåíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ïðèåìíèêîì ñèãíàëà yj ïðè

óñëîâèè ïîñûëêè èñòî÷íèêîì ñèãíàëà xi.

P (Y/X) =




p(y1/x1) p(y2/x1) . . . p(yj/x1) . . . p(yn/x1)

p(y1/x2) p(y2/x2) . . . p(yj/x2) . . . p(yn/x2)
. . .

p(y1/xi) p(y2/xi) . . . p(yj/xi) . . . p(yn/xi)
. . .

p(y1/xm) p(y2/xm) . . . p(yj/xm) . . . p(yn/xm)




(53)

Ýëåìåíòû êàíàëüíîé ìàòðèöû èñòî÷íèêà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

äëÿ ëþáîé ñòðîêè

n∑
j=1

p(yj/xi) = 1,
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äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà

m∑
i=1

p(xi)p(yj/xi) = p(yj).

Î÷åâèäíî, ÷òî õàðàêòåðèçîâàòü ïîìåõè â êàíàëå ñâÿçè ìîæíî è ñî

ñòîðîíû ïðèåìíèêà ñîîáùåíèé, îöåíèâàÿ âåðîÿòíîñòè ïîñûëêè ñèãíà-

ëîâ xi, ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíî, êàêîé ñèãíàë yj ïîëó÷åí ïðèåìíèêîì

(ðèñ. 6-B). Ìàòðèöà P (X/Y ) óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé p(xi/yj) íàçûâàåòñÿ
êàíàëüíîé ìàòðèöåé ïðèåìíèêà.

Îïðåäåëåíèå. Êàíàëüíîé ìàòðèöåé ïðèåìíèêà íàçûâàåòñÿ ìàò-

ðèöà, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû

âåðîÿòíîñòè ïîñûëêè èñòî÷íèêîì ñèãíàëà xi, ïðè óñëîâèè ïîëó÷åíèÿ

ïðèåìíèêîì ñèãíàëà yj:

P (X/Y ) =




p(x1/y1) p(x1/y2) . . . p(x1/yj) . . . p(x1/yn)
p(x2/y1) p(x2/y2) . . . p(x2/yj) . . . p(x2/yn)

. . .
p(xi/y1) p(xi/y2) . . . p(xi/yj) . . . p(xi/yn)

. . .

p(xm/y1) p(xm/y2) . . . p(xm/yj) . . . p(xm/yn)




, (54)

ïðè÷åì,

m∑
i=1

p(xi/yj) = 1,
n∑

j=1

p(yj)p(xi/yj) = p(xi).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü êàíàëüíóþ ìàòðèöó îáúåäèíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Êàíàëüíîé ìàòðèöåé îáúåäèíåíèÿ P (X, Y )íàçûâàåòñÿ

ìàòðèöà, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé ðàñïîëî-

æåíû âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ ïàð � ïîñëàííûé ñèãíàë xi

è ïðèíÿòûé ñèãíàë yj:

P (X, Y ) =




p(x1, y1) p(x1, y2) . . . p(x1, yj) . . . p(x1, yn)
p(x2, y1) p(x2, y2) . . . p(x2, yj) . . . p(x2, yn)

. . .
p(xi, y1) p(xi, y2) . . . p(xi, yj) . . . p(xi, yn)

. . .
p(xm, y1) p(xm, y2) . . . p(xm, yj) . . . p(xm, yn)




. (55)

Ýëåìåíòû êàíàëüíîé ìàòðèöû îáúåäèíåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

m∑
i=1

p(xi, yj) = p(yj),
n∑

j=1

p(xi, yj) = p(xi),
m∑
i=1

n∑
j=1

p(xi, yj) = 1.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàíàë ñâÿçè ïîëíîñòüþ îïèñàí â èí�îðìàöèîí-

íîì ñìûñëå, åñëè èçâåñòíû âñå åãî ýíòðîïèéíûå õàðàêòåðèñòèêè: H(X)
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� ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà, H(Y ) � ýíòðîïèÿ ïðèåìíèêà, H(Y/X), H(X/Y )

� óñëîâíûå ýíòðîïèè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà, H(X, Y ) � ýíòðîïèÿ îáú-

åäèíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Èí�îðìàöèîííî ïîëíûì íàáîðîì õàðàêòåðèñòèê

ïðîèçâîëüíîãî êàíàëà ñâÿçè íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð, èç êîòîðîãî ñ ïî-

ìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ýíòðî-

ïèéíóþ õàðàêòåðèñòèêó êàíàëà ñâÿçè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýíòðîïèéíûõ õàðàêòåðèñòèê íåò íåîáõîäèìîñòè çíàòü

âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå êàíàëüíûå ìàòðèöû è âåðîÿòíîñòè. Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà îïðåäåëÿåò èí�îðìàöèîííî ïîëíûå íàáîðû õàðàêòåðèñòèê êà-

íàëà ñâÿçè.

Òåîðåìà (îá èí�îðìàöèîííî ïîëíîì íàáîðå). Èí�îðìàöèîííî

ïîëíûìè íàáîðàìè õàðàêòåðèñòèê êàíàëà ñâÿçè, ÿâëÿþòñÿ:

1. p(xi) � âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñèãíàëîâ íà âõîäå êàíàëà ñâÿçè è

P (Y/X) � êàíàëüíàÿ ìàòðèöà èñòî÷íèêà;

2. p(yj) � âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñèãíàëîâ âûõîäå êàíàëà ñâÿçè è P (X/Y )
� êàíàëüíàÿ ìàòðèöà ïðèåìíèêà;

3. P (X, Y ) � êàíàëüíàÿ ìàòðèöà îáúåäèíåíèÿ

Äîêàæåì òåîðåìó (äëÿ ñëó÷àÿ 3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî âûðà-

çèòü âñå ýíòðîïèéíûå õàðàêòåðèñòèêè ÷åðåç ýëåìåíòû êàíàëüíîé ìàò-

ðèöû îáúåäèíåíèÿ p(xi, yj). Ýíòðîïèÿ îáúåäèíåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

p(xi, yj) íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ. Ñóììèðóÿ, ýëåìåíòû êàíàëü-

íîé ìàòðèöû îáúåäèíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî ñòîðîêàì è ñòîëáöàì è ïîä-

ñòàâëÿÿ èõ â áåçóñëîâíûå ýíòðîïèè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà, ïîëó÷èì:

H(X) = −
m∑

i=1

p(xi) log p(xi) = −
m∑

i=1

(
n∑

j=1

p(xi, yj)

)
log

(
n∑

j=1

p(xi, yj)

)
,

H(Y ) = −
n∑

j=1

p(yj) log p(yj) = −
n∑

j=1

(
m∑

i=1

p(xi, yj)

)
log

(
m∑

i=1

p(xi, yj)

)
.

×òîáû âûðàçèòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè p(xi/yj) è p(yj/xi) ÷åðåç p(xi, yj),
âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ äëÿ H(X/Y ) è H(Y/X), âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíî-

øåíèÿìè, èçâåñòíûìè èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé:

p(xi, yj) = p(xi)p(yj/xi) = p(yj)p(xi/yj).
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Îòêóäà:

p(yj/xi) =
p(xi, yj)

p(xi)
=

p(xi, yj)
n∑

j=1

p(xi, yj)
,

p(xi/yj) =
p(xi, yj)

p(yj)
=

p(xi, yj)
m∑
i=1

p(xi, yj)
.

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, êàíàëüíàÿ ìàòðèöà îáúåäèíåíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ èí�îðìàöèîííî ïîëíûì íàáîðîì õàðàêòåðèñòèê êàíàëà ñâÿçè. Àíà-

ëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ è äâà îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿ.

Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñâÿ-

çè ñ ïîìåõàìè

Åñëè â êàíàëå ñâÿçè ïðèñóòñòâóþò ïîìåõè, òî â ðåçóëüòàòå èõ âîç-

äåéñòâèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü ñëó÷àéíûå èñêàæåíèÿ ñèãíàëîâ ïîñëàííûõ

èñòî÷íèêîì. Ïóñòü ïîìåõè òàêîâû, ÷òî ïðîèñõîäèò çàìåíà ïîñëàííîãî

ñèãíàëà íà äðóãîé èç òîãî æå àë�àâèòà èñòî÷íèêà x1, x2, . . . , xm, ò.å. â

ðåçóëüòàòå ïîìåõ íå ïðîèñõîäèò ïîÿâëåíèå êàêèõ-ëèáî íîâûõ ñèãíàëîâ.

Ïîñëå ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ïî êàíàëó ñâÿçè íà âõîä ïðèåìíèêà ïîñòó-

ïàþò ñèãíàëû y1, y2, . . . , yn ñìåøàííûå ñ øóìîì. Ïîýòîìó, ïðè ïðèåìå

ñèãíàëà yj íåëüçÿ äîñòîâåðíî óòâåðæäàòü êàêîìó èñõîäíîìó ñèãíàëó xi,

îí ñîîòâåòñòâóåò, ò.ê. ñëó÷àéíûå ïîìåõè ìîãóò ïðåîáðàçîâàòü ïîñûëàå-

ìûé ñèãíàë â ëþáîé èç âîçìîæíûõ ñèãíàëîâ yj. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò

óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè, ïîñòóïàþùåé ïðèåìíèêó ñîîáùå-

íèé, ïî ñðàâíåíèþ êîëè÷åñòâîì èí�îðìàöèè ïåðåäàâàåìîé èñòî÷íèêîì

â êàíàë ñâÿçè. Ñòàòèñòèêà èñêàæåíèé ñèãíàëîâ îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäå-

ëåíèåì óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé p(xi/yj). Ïðè îòñóòñòâèè ïîìåõ óñëîâ-

íàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïîñûëêè ñèãíàëà

p(xi/yj) = p(xi).

Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, ïåðåäàâàåìîå ïî êàíàëó ñâÿçè â ýòîì ñëó-

÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê óìåíüøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ èñ-

òî÷íèêà ñóùåñòâóþùåé äî ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëà yj ïðèåìíèêîì è ïîñëå

åãî ïîëó÷åíèÿ. Íåîïðåäåëåííîñòü ñîñòîÿíèÿ èñòî÷íèêà îïðåäåëÿåòñÿ åãî

ýíòðîïèåé H(X). Íåîïðåäåëåííîñòü èñòî÷íèêà, ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðè-

åìíèêîì ñèãíàëà yj, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ÷àñòíàÿ óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ

H(X/yj). À ñðåäíåå êîëè÷åñòâî íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ èñòî÷íèêà
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ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ëþáîãî èç âîçìîæíûõ ñèãíàëîâ yj áóäåò ðàâíî óñëîâ-

íîé ýíòðîïèè H(X/Y ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè
I(X, Y ) ïåðåäàâàåìîå îò èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ïðèåìíèêó ïðè ïîñûëêå

îäíîãî ñèìâîëà ïî êàíàëó ñâÿçè ñ ïîìåõàìè ðàâíî:

I(X, Y ) = H(X)−H(X/Y ). (56)

Âåëè÷èíà H(X/Y ) õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ïîòåðü èí�îðìàöèè, ïðèõî-
äÿùóþñÿ íà îäèí ñèìâîë ñîîáùåíèÿ, îáóñëîâëåííóþ ïîìåõàìè.

Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Ñèììåòðè÷íîñòü I(X, Y ) = I(Y,X).

2. Íåîòðèöàòåëüíîñòü I(X, Y ) ≥ 0, ïðè÷åì I(X, Y ) = 0, åñëè ïîìåõè

ïîëíîñòüþ çàáèâàþò ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ, ò.å. èñòî÷íèê è ïðèåì-

íèê ñîîáùåíèé íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.

3. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü îò

èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ðàâíî åãî ýíòðîïèè Imax = I(X,X)=H(X).

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ýíòðîïèåé îáúåäèíåíèÿ è óñëîâíîé ýíòðîïèåé

H(X, Y ) = H(Y ) + H(X/Y ), âûðàæåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷íîé �îðìå:

I(X, Y ) = H(X) +H(Y )−H(X, Y ).

Â ýòî ñîîòíîøåíèå ïîäñòàâèì âìåñòî ýíòðîïèé èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç âå-
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ðîÿòíîñòè è ïðîâåäåì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé:

I(X, Y ) = −
m∑

i=1

p(xi) log p(xi)−
n∑

j=1

p(yj) log p(yj)+

+
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log p(xi, yj) =

= −
m∑

i=1

n∑

j=1

p(yj/xi)

︸ ︷︷ ︸
=1

p(xi) log p(xi)−
n∑

j=1

m∑

i=1

p(xi/yj)

︸ ︷︷ ︸
=1

p(yj) log p(yj)+

+

m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log p(xi, yj) =

= −
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log p(xi)−
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log p(yj)+

+

m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log p(xi, yj).

Îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè

ïðèõîäÿùååñÿ íà îäèí ñèìâîë, ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ïî êàíàëó ñ ïî-

ìåõàìè, çàïèøåòñÿ â âèäå:

I(X, Y ) =
m∑

i=1

n∑

j=1

p(xi, yj) log

(
p(xi, yj)

p(xi)p(yj)

)
. (57)

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ, ïåðåäàâàåìûõ ïî êàíàëó ñâÿçè, êî-

ëè÷åñòâî èí�îðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-

íîñèòåëüíûõ ýíòðîïèé:

I(X, Y ) = Hε(X)−Hε(X/Y ) = Hε(Y )−Hε(Y/H) (58)

è ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíî ïî �îðìóëå:

I(X, Y ) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

ρ(x, y) log

(
ρ(xi, yj)

ρ(xi)ρ(yj)

)
dxdy. (59)

�àññìîòðèì ïðèìåð íà íàõîæäåíèå êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè è îöåíêó âå-

ëè÷èíû ïîòåðü ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ ïî êàíàëó ñâÿçè. Ïóñòü íà âõîä
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êàíàëà ñâÿçè ïîñòóïèëî ñîîáùåíèå â äâîè÷íîì êîäå: 1111110000, à íà

âûõîäå êàíàëà ñâÿçè ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå 1101100010. Îïðåäåëèòü êîëè-

÷åñòâî èí�îðìàöèè ïåðåäàííîå â ñîîáùåíèè è âåëè÷èíó èí�îðìàöèîí-

íûõ ïîòåðü. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â

ïåðåäàâàåìîì ñîîáùåíèè?

�åøåíèå. Ñäåëàåì îáîçíà÷åíèÿ: ñèãíàëû ïîñûëàåìûå èñòî÷íèêîì ñî-

îáùåíèé 0 ↔ x1, 1 ↔ x2; ñèãíàëû ïðèíèìàåìûå ïðèåìíèêîì ñîîáùåíèé

0 ↔ y1, 1 ↔ y2. Ïðè îòñóòñòâèè ïîìåõ èìåëîñü áû ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå

ïîñûëàåìûõ ñèãíàëîâ ïðèíèìàåìûì. Â ðåçóëüòàòå ïîìåõ â êàíàëå ñâÿçè

äâàæäû åäèíèöà áûëà ïðèíÿòà êàê íóëü è îäèí ðàç íóëü áûë âîñïðèíÿò

ïðèåìíèêîì êàê åäèíèöà. Ñòàòèñòèêà ïîñëàííûõ è ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ

èìååò âèä:

p(x1) = 0, 6; p(x2) = 0, 4; p(y1) = 0, 5; p(y1) = 0, 5;

êàíàëüíàÿ ìàòðèöà îáúåäèíåíèÿ:

P (X, Y ) =

(
0, 3 0, 1
0, 2 0, 4

)
(60)

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ïðèõîäÿùååñÿ â ñðåäíåì íà îäèí

ñèìâîë ñîîáùåíèÿ ïî �îðìóëå (57):

I(X, Y ) =0, 3 log
0, 3

0, 6 · 0, 5 + 0, 1 log
0, 1

0, 6 · 0, 5+

+0, 2 log
0, 2

0, 4 · 0, 5 + 0, 4 log
0, 4

0, 4 · 0, 5 ≈ 0, 45 áèò.

Äëèíà âñåãî ñîîáùåíèÿ äåñÿòü ñèìâîëîâ, ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî èí-

�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â íåì ðàâíî:

10 · I(X, Y ) = 4, 5 áèò.

Ïðè îòñóòñòâèè ïîìåõ êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, ñîäåðæàùååñÿ âî âñåì

ñîîáùåíèè ðàâíî:

Imax = 10 ·H(X) = 10(−0, 6 log 0, 6− 0, 4 log 0, 4) ≈ 10 · 0.97 = 9, 7 áèò.

Ïîòåðè èí�îðìàöèè ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ ñîñòàâèëè:

I = 9, 7− 4, 5 = 5, 2 áèò.
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Èí�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè èñòî÷íèêà ñîîáùå-

íèé

Èñòî÷íèê ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì çâåíîì ëþáîé ñèñòåìû ïåðåäà÷è èí-

�îðìàöèè. Îò åãî èí�îðìàöèîííûõ âîçìîæíîñòåé ñóùåñòâåííûì îáðà-

çîì çàâèñÿò òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê êàíàëó ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè.

Íàïðèìåð, ñïîñîáåí ëè êàíàë ñâÿçè ïåðåäàâàòü ãåíåðèðóåìóþ èñòî÷íè-

êîì èí�îðìàöèþ áåç çàäåðæåê, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ãåíåðèðóåòñÿ èí�îð-

ìàöèÿ íà âûõîäå èç èñòîíèêà è ò.ï.

Ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî èí�îðìà-

öèè, ïðèõîäÿùååñÿ â ñðåäíåì íà îäèí ñèìâîë ïåðåäàâàåìûé èñòî÷íèêîì.

Îíà ìàêñèìàëüíà, åñëè ñèìâîëû âûðàáàòûâàþòñÿ (ïîñûëàþòñÿ) èñòî÷-

íèêîì ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ëèáî âåðîÿòíîñòè ïî-

ñûëêè ñèìâîëîâ ðàçëè÷íû, ëèáî ìåæäó ñèìâîëàìè èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé

èìåþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ñâÿçè, ýíòðîïèÿ åãî áóäåò ìåíüøå, ÷åì ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíàÿ. Ïîýòîìó êàæäûé èñòî÷íèê ñîîáùåíèé ìîæåò áûòü

îõàðàêòåðèçîâàí âåëè÷èíîé, íàçûâàåìîé èçáûòî÷íîñòüþ èñòî÷íèêà ñî-

îáùåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Èçáûòî÷íîñòüþ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé íàçûâàåò-

ñÿ îòíîøåíèå ðàçíîñòè ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè èñòî÷íèêà Hmax è åãî

ýíòðîïèè H(X) ê ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè èñòî÷íèêà:

R =
Hmax −H(X)

Hmax
= 1− H(X)

Hmax
. (61)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýíòðîïèÿ ýòî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè

ïðèõîäÿùååñÿ íà îäèí ñèìâîë ñîîáùåíèÿ, òî èçáûòî÷íîñòü � ñðåäíÿÿ

èí�îðìàöèîííàÿ íåäîãðóçêà ñèìâîëà ñîîáùåíèÿ.

Ñðåäè âñåõ èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé âûäåëÿþò îïòèìàëüíûå èñòî÷-

íèêè ñîîáùåíèé � èñòî÷íèêè ñ íóëåâîé èçáûòî÷íîñòüþ: R = 0. Äëÿ ðå-
àëüíûõ èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé, ñ íåíóëåâîé èçáûòî÷íîñòüþ R > 0, ñîîá-

ùåíèå ìîæíî ñäåëàòü áîëåå êîðîòêèì (ñæàòü) áåç ïîòåðü èí�îðìàöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîëó÷åíî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè I0
îò ðåàëüíîãî (ñ ýíòðîïèåé H(X)) è îïòèìàëüíîãî (ñ ýíòðîïèåé Hmax)

èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé, èìåþùèõ îäèíàêîâûé àë�àâèò. Òîãäà:

I0 = nH(X) = n1Hmax, (62)

ãäå n è n1, êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ çàòðà÷åííûõ íà ïåðåäà÷ó èí�îðìàöèè

ðåàëüíûì è îïòèìàëüíûì èñòî÷íèêàìè ñîîáùåíèé, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
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ñêîëüêó H(X) < Hmax, òî n > n1. Ñëåäîâàòåëüíî, èçáûòî÷íîñòü èñ-

òî÷íèêà ñîîáùåíèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òðåáóåòñÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî

ñèãíàëîâ äëÿ ïåðåäà÷è îäíîé è òîé æå èí�îðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè, ïî

ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëüíûì èñòî÷íèêîì, ò.å. óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî

ñèãíàëîâ è âðåìÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ

èçáûòî÷íîñòè èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

R = 1− n1

n
. (63)

Òåì íå ìåíåå èçáûòî÷íîñòü èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé áûâàåò ïîëåçíà. Â ÷àñò-

íîñòè, èí�îðìàöèîííàÿ íåäîãðóçêà ñèìâîëà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

äëÿ ïîìåõîçàùèùåííîñòè ïåðåäàâàåìûõ ñîîáùåíèé.

Ïðè ðàáîòå èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé íà åãî âûõîäå îòäåëüíûå ñèãíàëû

ïîÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ò.ê. êàæäûé ñèãíàë èìååò íåêîòîðóþ äëè-

òåëüíîñòü ãåíåðàöèè τi. Ñðåäíÿÿ äëèòåëüíîñòü ãåíåðàöèè (ïåðåäà÷è) ñèã-

íàëîâ τ áóäåò ðàâíà:

τ =
n∑

i=1

τip(xi), (64)

ãäå p(xi) � âåðîÿòíîñòü ãåíåðàöèè èñòî÷íèêîì ñèãíàëà xi.

Îïðåäåëåíèå. Ïîòîêîì èí�îðìàöèè èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé íàçû-

âàåòñÿ îòíîøåíèå ýíòðîïèè èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ê ñðåäíåé äëèòåëü-

íîñòè ïåðåäà÷è ñèãíàëà:

H(X) =
H(X)

τ
áèò/ñåê. (65)

Ïîòîê èí�îðìàöèè îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü âûäà÷è èí�îðìàöèè,ò.å. ïî-

êàçûâàåò êàêîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ èñòî÷íè-

êîì â åäèíèöó âðåìåíè

�àññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü èñòî÷íèê èí�îðìàöèè ãåíåðèðóåò òðè ðàç-

ëè÷íûõ ñèãíàëà x1, x2, x3  âåðîÿòíîñòÿìè 0,2; 0,5; 0,3. Êîäèðîâàíèå ñèã-

íàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ èõ äëèòåëüíîñòüþ 1, 2 è 3 ñåêóíäû. ×åìó ðàâíà èç-

áûòî÷íîñòü è ìàêñèìàëüíûé ïîòîê èí�îðìàöèè èñòî÷íèêà?

�åøåíèå. Âåëè÷èíà ýíòðîïèè H(X) èñòî÷íèêà íå çàâèñèò îò ñïîñîáà
ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåðîÿòíîñòÿìè ïîñûëêè

ñèãíàëîâ:

H(X) = −[0, 2 log 0, 2 + 0, 5 log 0, 5 + 0, 3 log 0, 3] ≈ 1, 47 áèò.,

57



à ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà ñ òðåõñèìâîëüíûì àë�àâèòîì ðàâ-

íà Hmax = log 3 ≈ 1, 59. Ñîãëàñíî �îðìóëå (61):

R =
1, 59− 1, 47

1, 59
= 0, 08.

Ïîòîê èí�îðìàöèè èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (65).

Ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó ïîòîêà èí�îðìàöèè ìîæíî çà ñ÷åò óìåíü-

øåíèÿ ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè ïåðåäà÷è ñèãíàëà τ :

τ = τ10, 2 + τ20, 5 + τ30, 3.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïðè ñëåäóþùåì ñîîòâåòñòâèè ñèãíàëîâ è èõ äëè-

òåëüíîñòåé x1 → 3 ñåê., x2 → 1 ñåê., x3 → 2 ñåê. ñðåäíÿÿ äëèòåëüíîñòü

ïåðåäà÷è ñèãíàëà áóäåò ìèíèìàëüíà:

τ = 3 · 0, 2 + 1 · 0, 5 + 2 · 0, 3 = 1, 7 ñåê..

Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê èí�îðìàöèè èñòî÷íèêà ñîñòàâèò

H(X) =
1, 47

1, 7
≈ 0, 86 áèò/ñåê.

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ñâÿçè ñ ïîìåõàìè

Äëÿ îöåíêè èí�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè

òåõíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êàíàëà ñâÿçè èìåþò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷å-

íèå, ò.ê. ñ îäíîé ñòîðîíû, â êàíàëå ñâÿçè íà ïåðåäàâàåìûé ñèãíàë âîçäåé-

ñòâóþò ïîìåõè, à ñ äðóãîé � ëþáîé êàíàë ñâÿçè íàêëàäûâàåò òåõíè÷åñêèå

îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. Îäíîé èç âàæíåéøèõ

åãî õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ñâÿçè.

Ïóñòü XT � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèãíàëîâ ãåíåðèðóåìûõ èñòî÷íèêîì

çà âðåìÿ T , à YT � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèãíàëîâ ïðèíÿòûõ ïðèåìíèêîì

çà ýòî æå âðåìÿ. Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â ïîëó÷åííîì

ñîîáùåíèè YT îòíîñèòåëüíî ïîñëàííîãî ñîîáùåíèÿ XT îáîçíà÷èì ÷åðåç

I(YT , XT ).

Îïðåäåëåíèå. Ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè

íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà ïåðåäàííîé èí�îðìàöèè êî

âðåìåíè ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, êîãäà âðåìÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè:

I(YT , XT ) = lim
T→∞

I(YT , XT )

T
áèò/ñåê. (66)
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Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè îïðåäåëÿåò ñðåäíåå

êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ïîëó÷àåìîå íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè â åäèíèöó

âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êàíàëà ñâÿçè íàçûâàåò-

ñÿ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, êîòîðîå ñïîñîáåí ïåðåäàòü

êàíàë â åäèíèöó âðåìåíè:

C = max I(YT , XT ). (67)

Ïóñòü â êàíàëå ñâÿçè ïîìåõè îòñóòñòâóþò. Òîãäà

I(YT , XT ) = I(XT , XT ) = MH(X),

ãäåM � äëèíà ñîîáùåíèÿ, à H(X) � ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé. Èç-
âåñòíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå,

êîãäà âñå ñèãíàëû ãåíåðèðóåìûå èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé ðàâíîâåðîÿòíû,

ò.å. H(X) = log(m), ãäåm � ðàçíîîáðàçèå ñèãíàëîâ èñòî÷íèêà àë�àâèòà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ñâÿçè áóäåò ðàâíà:

C =max I(YT , XT ) = max lim
T→∞

I(YT , XT )

T
=

= lim
M→∞

M ·H(X)

M · τ =
log(m)

τ
,

(68)

ãäå τ � ñðåäíÿÿ äëèòåëüíîñòü ïåðåäà÷è ñèãíàëà ïî êàíàëó ñâÿçè. Åñëè

îáîçíà÷èòü ÷åðåç k = 1/τ � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ñèãíàëîâ ïåðåäàâàåìûõ

ïî êàíàëó ñâÿçè â åäèíèöó âðåìåíè, òî ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êà-

íàëà ñâÿçè áåç ïîìåõ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî �îðìóëå:

C = k logm. (69)

Íàõîæäåíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà ñâÿçè ñ ïîìåõàìè â îáùåì

ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ çàäà÷à. Âåëè÷èíà åå áóäåò çàâèñåòü îò âå-

ðîÿòíîñòåé èñêàæåíèÿ ñèìâîëîâ ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ, îò âèäà èñ-

êàæåíèÿ (âçàèìîçàìåíÿåìîñòü ñèìâîëîâ èëè âîçíèêíîâåíèå íåêîòîðûõ

íîâûõ ñèìâîëîâ) è ò.ï. Îáùèé âèä âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòè êàíàëà ñâÿçè ñ ïîìåõàìè áóäåò ñëåäóþùèé:

C =max I(YT , XT ) = max lim
T→∞

I(YT , XT )

T
=

= lim
M→∞

M · (H(X)−H(X/Y ))

M · τ = max k[H(X)−H(X/Y )].

(70)
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Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ åå ìîæíî îïðåäåëèòü ñðàâ-

íèòåëüíî ïðîñòî. Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äâî-

è÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñâÿçè. Òàêîé êàíàë õàðàêòåðèçóåòñÿ

òåì, ÷òî ìîæåò ïåðåäàâàòü äâà ðàçëè÷íûõ ñèìâîëà x1 è x2 ñ âåðîÿòíî-

ñòÿìè ãåíåðàöèè èõ èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé p(x1) = p è p(x2) = 1 − p,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîìåõè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, ò.å. ñ ðàâíîé âåðîÿò-

íîñòüþ µ êàæäûé èç ñèãíàëîâ ìîæåò áûòü èñêàæåí è ïðèíÿò ïðèåìíè-

êîì, êàê ïðîòèâîïîëîæíûé ñèãíàë. Íàëè÷èå ïîìåõ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëîâ áóäóò èìåòü âèä:

p(yj/xi) =

{
µ, åñëè i 6= j;
1− µ, åñëè i = j.

(71)

Ïîäñòàâèì ýòè âåðîÿòíîñòè â âûðàæåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè èñòî÷íèêà

H(X) = −[p log p+ (1− p) log(1− p)], (72)

è óñëîâíîé ýíòðîïèè èñòî÷íèêà îòíîñèòåëüíî ïðèåìíèêà

H(X/Y ) =− p[(1− µ) log(1− µ) + µ logµ]−
− (1− p)[µ logµ+ (1− µ) log(1− µ),

è èñïîëüçåì �îðìóëó (70). Ñ ó÷åòîì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðî-

ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà ñâÿçè áóäåò äîñòèãàòüñÿ òîãäà, êîãäà âåðî-

ÿòíîñòè ïîñûëêè ñèãíàëîâ èñòî÷íèêîì áóäóò îäèíàêîâû p = 1−p = 0, 5,
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íî-

ãî êàíàëà ñâÿçè áóäåò ðàâíà:

C = k{1 + [µ logµ+ (1− µ) log(1− µ)]}. (73)

Âèäíî, ÷òî åãî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåðîÿòíî-

ñòüþ îøèáêè µ. Âåëè÷èíà

−[µ logµ+ (1− µ) log(1− µ)]

õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèå ïîòåðè èí�îðìàöèè ïðèõîäÿùèåñÿ íà îäèí ñèì-

âîë ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ïîìåõ â êàíàëå ñâÿ-

çè. Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà è ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà

ñâÿçè è äëÿ äðóãèõ ìíîæåñòâ ïåðåäàâàåìûõ ñèãíàëîâ è óðîâíåé ïîìåõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåäà÷à ãåíåðèðóåìîé èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé èí�îð-

ìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè áåç çàäåðæåê âîçìîæíà íå âñåãäà, à ïðè âïîëíå
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îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè èñòî÷íèêà ñîîá-

ùåíèé è êàíàëà ñâÿçè. Óñëîâèÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè

áåç çàäåðæåê îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìàìè Øåííîíà. Ñ�îðìóëèðóåì èõ

áåç äîêàçàòåëüñòâà.

1. Åñëè ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ñâÿçè áîëüøå ýíòðîïèè èñòî÷-

íèêà ñîîáùåíèé C ≥ H(X), òî âñåãäà âîçìîæíî çàêîäèðîâàòü äî-

ñòàòî÷íî äëèííîå ñîîáùåíèå òàê, ÷òîáû îíî ïðåäàâàëîñü ïî êàíàëó

ñâÿçè áåç çàäåðæåê, åñëè æå C < H(X), òî ïåðåäà÷à èí�îðìàöèè

ïî êàíàëó ñâÿçè áåç çàäåðæåí íåâîçìîæíà.

2. Åñëè ïîòîê èí�îðìàöèè èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé áîëüøå ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòè êàíàëà ñâÿçè H(X) > C, òî ïðè ëþáîì êîäèðîâàíèè

ñîîáùåíèé ïåðåäà÷à èí�îðìàöèè áåç çàäåðæåê è èñêàæåíèé íåâîç-

ìîæíà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ïðîâåäåíî êîäèðîâàíèå áóêâåííûõ ñèãíà-

ëîâ öè�ðàìè: A → 1, B → 2, C → 3. Èñòî÷íèêîì èí�îðìàöèè ïîñûëà-

åòñÿ ñîîáùåíèå: ABCACCABBBCAACBAAACB, à ïðèåìíèêîì ïðè-

íèìàåòñÿ: 12213112223213212132. Ïîñòðîèòü êàíàëüíûå ìàòðèöû èñòî÷-

íèêà è ïðèåìíèêà ñîîáùåíèé, êàíàëüíóþ ìàòðèöó îáúåäèíåíèÿ. Îïðåäå-

ëèòü êîëè÷åñòâî ïåðåäàííîé èí�îðìàöèè è âåëè÷èíó èí�îðìàöèîííûõ

ïîòåðü.

2. Îïðåäåëèòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ñâÿçè, êîòîðûé ìîæåò

ïðîïóñêàòü 50 äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ â ñåê., â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîìåõ. Êà-

êîâà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà, åñëè âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ ñèì-

âîëà ïðè ïåðåäà÷å 0.05?

3. Èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé ãåíåðèðóþòñÿ ñîîáùåíèÿ, âåðîÿòíîñòè êî-

òîðûõ ðàâíû 0.1, 0.4, 0.3, 0.2. Îïðåäåëèòü ïîòîê èí�îðìàöèè èñòî÷íèêà

ñîîáùåíèé, åñëè äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà 0,1 ñåê.? Êàêîâà èçáûòî÷íîñòü

èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé?

4. Èìååòñÿ èñòî÷íèê èí�îðìàöèè îáåñïå÷èâàþùèé ïîòîê èí�îðìà-

öèè 100 áèò/ñåê, è äâà êàíàëà ñâÿçè, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïåðåäà-

âàòü 70 äâîè÷íûõ çíàêîâ â ñåêóíäó. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å

çíàêà 0.1. Ñêîëüêî êàíàëîâ òðåáóåòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è âñåãî ïîòîêà èí�îð-

ìàöèè?
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5. Ñîîáùåíèå äëèíîé 100 ñèìâîëîâ ïåðåäàåòñÿ èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé,

àë�àâèò êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñèìâîëà. Ýíòðîïèÿ èñ-

òî÷íèêà ðàâíà 1.5 áèòà. Îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó ñî-

îáùåíèÿ â òîì æå àë�àâèòå, íå ïðèâîäÿùóþ ê ïîòåðÿì èí�îðìàöèè.

6. Èñòî÷íèêîì èí�îðìàöèè èñïîëüçóåòñÿ êîä, ïðè êîòîðîì çàïðåùå-

íà ïåðåäà÷à äâóõ îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ ïîäðÿä. Àë�àâèò êîäà ñîñòîèò

èç ÷åòûðåõ ñèìâîëîâ. Âåðîÿòíîñòè ïåðåäà÷è âñåõ ðàçëè÷íûõ ïàð ñèìâî-

ëîâ îäèíàêîâû. Äëèòåëüíîñòü τ ïåðåäà÷è êàæäîãî ñèìâîëà îäèíàêîâà è

ðàâíà 0.1 ñåê. Îïðåäåëèòü ïîòîê èí�îðìàöèè èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé?
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Ëåêöèÿ 5. Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ

Â ëþáîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ïåðåäà÷åé èí�îðìàöèè, èñïîëüçóåòñÿ òî

èëè èíîå ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîãî ñèãíàëà, ãåíåðèðóåìîãî èñòî÷íèêîì

ñîîáùåíèé. Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ âîçìîæíîñòÿìè òåõíè÷åñêîé

ðåàëèçàöèè êàíàëà ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. Âî-ïåðâûõ � ñèãíàëû ãåíåðè-

ðóåìûå èñòî÷íèêîì èí�îðìàöèè è ñèãíàëû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïåðå-

äàíû ïî êàíàëó ñâÿçè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ñâîåé ïðèðîäîé. Âî-âòîðûõ,

ðàçíîîáðàçèå ñèãíàëîâ ãåíåðèðóåìûõ èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé, êàê ïðà-

âèëî, ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ðàçíîîáðàçèåì ñèãíàëîâ ïåðåäàâàåìûõ ïî

êàíàëó ñâÿçè è ïðèíèìàåìûõ ïðèåìíèêîì.

Îïðåäåëåíèå. Êîäèðîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ñïîñîá îòîáðàæåíèÿ èí-

�îðìàöèè ïðè åå õðàíåíèè, ïåðåäà÷å è îáðàáîòêå â âèäå ñîîòâåòñòâèé

ìåæäó ýëåìåíòàìè ñîîáùåíèé è ñèãíàëàìè, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ýòè

ýëåìåíòû ìîæíî çà�èêñèðîâàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîä êîäèðîâàíèåì ïîíèìàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå n ðàç-

ëè÷íûõ ñèãíàëîâ xi âûðàáàòûâàåìûõ èñòî÷íèêîì, ñ ïîìîùüþ íåêîòî-

ðîãî íîâîãî íàáîðà ñèãíàëîâ yj, ñîäåðæàùåì m ñèìâîëîâ. Íàáîð ñèì-

âîëîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñèìâîëîâ èñõîäíîãî àë�àâèòà

íàçûâàåòñÿ êîäîâûì àë�àâèòîì. Ïðèìåðîì êîäîâîãî àë�àâèòà ÿâëÿ-

åòñÿ àçáóêà Ìîðçå. Áóêâàì ðóññêîãî èëè äðóãîãî ÿçûêà ñîïîñòàâëÿþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèãíàëîâ êîäîâîãî àë�àâèòà: òî÷êà, òèðå, ïàóçà. Â

âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íûé êîä, â êîòîðîì

ëþáàÿ êîìàíäà èëè ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íó-

ëåé è åäèíèö.

×àñòî ðàçíîîáðàçèå ñèãíàëîâ ãåíåðèðóåìûõ èñòî÷íèêîì ïðåâûøàåò

ðàçíîîáðàçèå ñèãíàëîâ ïåðåäàâàåìûõ ïî êàíàëó ñâÿçè n > m. Â ýòîì

ñëó÷àå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà xi ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ íåñêîëüêî

ñèãíàëîâ yj. Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ñèìâîëîâ êîäîâîãî àë�àâèòà ïðè-

63



âîäèò ê òîìó, ÷òî òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû ïåðåäà÷è èí�îðìà-

öèè çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ: òðåáóåòñÿ ðàñïîçíàâàòü ìåíüøåå ðàçíîîá-

ðàçèå ñèãíàëîâ íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå äâîè÷íîãî

àë�àâèòà êîäèðîâàíèå ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â îòñóòñòâèè (0) èëè íàëè÷èè

(1) íàïðÿæåíèÿ â êàíàëå ñâÿçè; â òî âðåìÿ êàê ïðè äåñÿòèñèìâîëüíîì

êîäèðîâàíèè ïîòðåáîâàëàñü áû ñèñòåìà, ñïîñîáíàÿ ðàçëè÷àòü äåñÿòü ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèé óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ, íàäåæíîå ðàñïîçíàâàíèå êîòîðûõ,

ïðè íàëè÷èè ïîìåõ, ãîðàçäî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Îïðåäåëåíèå. Êîäîâûì ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-

âîëîâ êîäîâîãî àë�àâèòà, ïîñòàâëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèå ñèãíàëó èñ-

òî÷íèêà.

Êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ ñîäåðæàùèõñÿ â êîäîâîì ñëîâå áóäåì íàçûâàòü

äëèíîé êîäîâîãî ñëîâà è îáîçíà÷àòü µi. Ïðè n > m, ïî êðàéíåé ìåðå,

äëÿ íåêîòîðûõ ñèãíàëîâ èñòî÷íèêà µi > 1. Â òîæå âðåìÿ, ïðè óìåíü-

øåíèè ÷èñëà ñèìâîëîâ êîäîâîãî àë�àâèòà, ñíèæàåòñÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è

èí�îðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè, ò.ê. äëÿ ïåðåäà÷è îäíîãî êîäîâîãî ñëîâà

(èñõîäíîãî ñèãíàëà) òðåáóåòñÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ.

Ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçäåëåíèÿ êîäîâûõ ñëîâ.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò òîìó, ÷òî íåîáõîäèìî ââîäèòü äîïîëíè-

òåëüíûé ñèìâîë (ò.å. óâåëè÷èâàòü ðàçíîîáðàçèå ñèìâîëîâ êîäîâîãî àë-

�àâèòà), ñëóæàùèé ðàçäåëèòåëåì ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè. Â àçáóêå

Ìîðçå òàêèì ðàçäåëèòåëåì ñëóæèò äëèíà ïàóçû: îäèí òàêò äëèòåëüíî-

ñòè ìåæäó ñèìâîëàìè ñëîâà, äâà òàêòà � ìåæäó ñëîâàìè, òðè òàêòà �

ìåæäó ïðåäëîæåíèÿìè. Åñëè æå äëèíà âñåõ êîäîâûõ ñëîâ áóäåò îäèíà-

êîâà, òî ðàçäåëèòåëü ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè íå òðåáóåòñÿ. Òàêèå êî-

äû íàçûâàþòñÿ êîìïëåêòíûìè èëè ðàâíîìåðíûìè êîäàìè, â îòëè÷èå

îò íåêîìïëåêòíûõ (íåðàâíîìåðíûõ) êîäîâ, â êîòîðûõ êîäîâûå ñëîâà

ñîïîñòàâëÿåìûå àë�àâèòó èñòî÷íèêà èìåþò ðàçëè÷íóþ äëèíó. Î÷åâèä-

íî, ÷òî îò íåêîìïëåêòíîãî êîäà âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê êîìïëåêòíîìó,

äîáàâëÿÿ â êîíåö êîðîòêèõ êîäîâûõ ñëîâ òàêîå ÷èñëî îïðåäåëåííûõ ñèì-

âîëîâ, ÷òîáû äëèíû âñåõ êîäîâûõ ñëîâ ñòàëè îäèíàêîâû. Îäíàêî, òàêîé

ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ýêîíîìíûì, ò.ê. ðÿä ñèìâîëîâ íå íåñóò

èí�îðìàöèîííîé íàãðóçêè, à èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äëÿ óäîáñòâà äåøè�-

ðàöèè.

Äðóãîé ñïîñîá �îðìèðîâàíèÿ êîäîâûõ ñëîâ, íå òðåáóþùèé ñïåöèàëü-

íîãî ðàçäåëèòåëÿ ìåæäó ñëîâàìè ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé, çàêëþ÷àåòñÿ

â ïîñòðîåíèè íåïåðåêðûâàåìûõ êîäîâ. Êîä íàçûâàåòñÿ íåïåðåêðûâà-
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�èñ. 7. Êîäîâîå äåðåâî. À � íåïåðåêðûâàåìûé êîä, Â � ïåðåêðûâàåìûé êîä

åìûì, åñëè ñðåäè êîäîâûõ ñëîâ ñîïîñòàâëÿåìûõ àë�àâèòó èñòî÷íèêà

íåò îäèíàêîâûõ è íè îäíî áîëåå äëèííîå êîäîâîå ñëîâî íå ñîäåðæèò â

íà÷àëå ñåáÿ áîëåå êîðîòêîå. Íàïðèìåð, àçáóêà Ìîðçå ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ïåðåêðûâàåìûé êîä. Â íåé, â ÷àñòíîñòè, áóêâà À (â ðóññêîì àë�àâè-

òå)êîäèðóåòñÿ ñëîâîì �òî÷êà-òèðå�, à áóêâà Á - �òî÷êà-òèðå-òèðå�. Åñëè

â äëèííîì ñîîáùåíèè âñòðå÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèãíàëîâ �òî÷êà-

òèðå-òèðå�, òî áåç ñïåöèàëüíîãî ðàçäåëèòåëÿ íåëüçÿ îïðåäåëèòü êàêàÿ

áóêâà ïåðåäàíà.

Â ñëó÷àå íåïåðåêðûâàåìîãî êîäà, ïî ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè êîäîâûõ ñèìâîëîâ âçàèìíî îäíîçíà÷íî âûäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé èñòî÷íèêà. Ïðè÷åì, ðàñêîäèðîâàíèå

ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ êîäîâûõ ñèìâîëîâ, íå äîæè-

äàÿñü ïîñòóïëåíèÿ âñåãî ñîîáùåíèÿ. Êîäû îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì

íàçûâàþòñÿ ìãíîâåííûìè êîäàìè, ò.ê. íå òðåáóåòñÿ æäàòü ïîëó÷åíèÿ

ñèìâîëà êîíöà êîäîâîãî ñëîâà è âñåãî ñîîáùåíèÿ ïîëíîñòüþ äëÿ åãî ðàñ-

øè�ðîâêè. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå íåïåðåêðûâàåìîãî êîäà íå òðåáóåòñÿ

ñïåöèàëüíûé ñèìâîë, ðàçäåëÿþùèé êîäîâûå ñëîâà.

Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñèñòåìó êîäèðîâàíèÿ â âèäå êîäîâîãî äåðåâà

� ãðà�à (ðèñ. 7), ñîñòîÿùåãî èç óçëîâ è âåòâåé, ñîåäèíÿþùèõ óçëû ðàñ-

ïîëîæåííûå íà ðàçëè÷íûõ �óðîâíÿõ�. Íà÷àëî ãðà�à èëè êîðåíü � óçåë

èç êîòîðîãî âûõîäÿò âåòâè íà íèæåëåæàùèå óðîâíè. Ìàêñèìàëüíîå êî-

ëè÷åñòâî âåòâåé, âûõîäÿùèõ èç êàæäîãî óçëà, îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâàíèåì

êîäîâîãî àë�àâèòà m. Íà êàæäîì óðîâíå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå ÷åì

mK
óçëîâ, ãäå K � íîìåð óðîâíÿ, ñ÷èòàåìûé îò êîðíÿ äåðåâà (êîðåíü ñî-

îòâåòñòâóåò K = 0). Óçåë èç êîòîðîãî íå âûõîäÿò âåòâè íà íèæåëåæàùèå
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óðîâíè íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé (èëè ëèñòîì) äåðåâà.

Ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîé âåòâè, âûõîäÿ-

ùåé èç óçëà äåðåâà, ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûé ñèìâîë êîäîâîãî àë-

�àâèòà. À êîäîâîå ñëîâî, ñîïîñòàâëÿåìîå ñèãíàëó èñòî÷íèêà, ïîëó÷àåòñÿ

åñëè âûïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíî âñå êîäîâûå ñèìâîëû ïðè äâèæåíèè èç

êîðíÿ äåðåâà â ñîîòâåòñòâóþùèé óçåë. Ïî âèäó êîäîâîãî äåðåâà ìîæ-

íî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ êîä íåïåðåêðûâàåìûì èëè íåò: åñëè êîäîâûå

ñëîâà ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî âåðøèíàì êîäîâîãî äåðåâà, òî ñîîòâåòñòâó-

þùèé êîä ÿâëÿåòñÿ íåïåðåêðûâàåìûì (ðèñ. 7-A), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

êîä � ïåðåêðûâàåìûé (ðèñ. 7-B).

Íà ðèñóíêå 7-A, â âèäå êîäîâîãî äåðåâà ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ñè-

ñòåìà êîäèðîâàíèÿ ïÿòè ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé â

äâóõ ñèìâîëüíîì àë�àâèòå 0, 1:

x1 → 000; x2 → 001; x3 → 01; x4 → 11; x5 → 100.

Ïðîöåññ äåøè�ðàöèè ñîîáùåíèé â ñëó÷àå íåïåðåêðûâàåìîãî êîäà çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äâèãàÿñü èç êîðíÿ êîäîâîãî äåðåâà, ïî ìåðå ïîñòóï-

ëåíèÿ êîäîâûõ ñèìâîëîâ, ïðèõîäèì â âåðøèíó, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëÿòü

êîäîâîå ñëîâî. Ïîñëå ÷åãî âîçâðàùàåìñÿ â êîðåíü è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ.

Íàïðèìåð ñîîáùåíèå 011000000100100111 ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî äåêî-

äèðîâàíî áåç êàêèõ ëèáî ðàçäåëèòåëåé ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè:

01︸︷︷︸
x3

100︸︷︷︸
x5

000︸︷︷︸
x1

01︸︷︷︸
x3

001︸︷︷︸
x2

001︸︷︷︸
x2

11︸︷︷︸
x4

.

Ïóñòü çàäàí ïåðåêðûâàåìûé êîä (ðèñ. 7-B) â äâóõ ñèìâîëüíîì àë�à-

âèòå 0, 1:

x1 → 000; x2 → 001; x3 → 01; x4 → 10; x5 → 100; x6 → 11.

Âèäíî, êîäîâîå ñëîâî 10, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèãíàëó x4, íå ÿâëÿåòñÿ âåð-

øèíîé äåðåâà, ïîýòîìó â ñîîáùåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ..100..
ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà, ëèáî êàê ñèãíàë x4, è íà÷àëî îäíîãî èç

ñèãíàëîâ x1, x2, x3, ëèáî êàê ñèãíàë x5. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíî

íóæåí ñïåöèàëüíûé ðàçäåëèòåëü ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè. Ïóñòü ïîëó-

÷åíî ñîîáùåíèå 001100110001 çàêîäèðîâàííîå äàííûì êîäîì. Åñëè ïî-

ïûòàòüñÿ ðàñêîäèðîâàòü åãî ïî ïðàâèëó äëÿ íåïåðåêðûâàåìûõ êîäîâ, òî

ïåðâûå òðè ñèìâîëà ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî èíòåðïðåòèðîâàíû, êàê x2,

îäíàêî äàëüøå âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü, òðåáóþùàÿ óêàçàíèÿ êîíöà

êîäîâîãî ñëîâà.
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Â ïðèíöèïå è â ñëó÷àå ïåðåêðûâàåìîãî êîäà ðàñêîäèðîâàíèå ïîñëàí-

íîãî ñîîáùåíèÿ âîçìîæíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî ðàçäåëèòå-

ëÿ ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè, åñëè íà÷èíàòü ïðîöåññ ðàñêîäèðîâàíèÿ ñ

ïîñëåäíåãî ñèìâîëà. Â íàøåì ïðèìåðå ðåçóëüòàò ðàñêîäèðîâàíèÿ áóäåò

ñëåäóþùèé:

001︸︷︷︸
x2

10︸︷︷︸
x4

01︸︷︷︸
x3

100︸︷︷︸
x5

01︸︷︷︸
x3

.

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäáîðå òàêîãî êîëè÷åñòâà ïîñëåäíèõ êîäîâûõ

ñèìâîëîâ, ÷òîáû ïðè äâèæåíèè èç êîðíÿ äåðåâà îíè ïðèâîäèëè ê êî-

äîâîìó ñëîâó, îäíàêî ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ

îãðàíè÷åíèé íà ïîñòðîåíèå ðàçðåøåííûõ êîäîâûõ ñëîâ.

Ìãíîâåííûé êîä ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äåøè�ðàöèþ ñîîáùåíèé íå äî-

æèäàÿñü ïîñòóïëåíèÿ âñåãî ñîîáùåíèÿ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìà ïðè-

åìà è ïåðåðàáîòêè èí�îðìàöèè ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà áîëåå ïðîñòî:

íå òðåáóåòñÿ óñòðîéñòâ ïî õðàíåíèþ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ïåðåêðûâàåìûé êîä ìîæåò áûòü ïîñòðîåí áîëåå ýêîíîìíûì, òðå-

áóþùèì ìåíüøåå âðåìÿ íà ïåðåäà÷ó èí�îðìàöèè, ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïå-

ðåêðûâàåìûì êîäîì, îäíàêî òåõíè÷åñêè ñèñòåìà äåøè�ðàöèè èí�îðìà-

öèè áóäåò áîëåå ñëîæíîé, ò.ê. äîëæíà ñîäåðæàòü óñòðîéñòâî õðàíåíèÿ

ïåðåäàâàåìîãî ñèãíàëà.

Îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå

Îäíîìó è òîìó æå íàáîðó x1, x2, . . . , xn ñèãíàëîâ èñòî÷íèêà â çàäàí-

íîì êîäîâîì àë�àâèòå ìîæíî ñîïîñòàâèòü, â çàâèñèìîñòè îò àëãîðèòìà

êîäèðîâàíèÿ, ðàçëè÷íûå íàáîðû êîäîâûõ ñëîâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âî-

ïðîñ îá ýêîíîìè÷íîñòè êîäèðîâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ êàêîãî èç êîäîâ îäíî

è òîæå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè áóäåò ïåðåäàíî ïî êàíàëó ñâÿçè ñ íàè-

ìåíüøèìè çàòðàòàìè? Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü äëèíó êîäîâîãî ñëîâà: êîäèðîâàíèå áîëåå ýêîíîìè÷íî, åñëè

äëèíû êîäîâûõ ñëîâ áóäóò íàèìåíüøèìè.

Ïóñòü êîäîâûé àë�àâèò ñîäåðæèò m ñèìâîëîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µi

äëèíó êîäîâîãî ñëîâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìâîëó xi. Òîãäà õàðàêòåðè-

ñòèêîé ýêîíîìè÷íîñòè êîäà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ

ñëîâ.

L =
n∑

i=1

µip(xi), (74)
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ãäå p(xi) � âåðîÿòíîñòü ïîñûëêè èñòî÷íèêîì ñîîáùåíèé ñèãíàëà xi.

×òîáû êîä áûë îïòèìàëüíûì, îí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì.

1. Êîä áóäåò íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûì, åñëè êàæäûé êîäîâûé ñèìâîë

áóäåò íåñòè ìàêñèìàëüíóþ èí�îðìàöèîííóþ íàãðóçêó, ò.å. êàæäûé

ñèìâîë êîäîâîãî àë�àâèòà â ñîîáùåíèè äîëæåí âñòðå÷àòüñÿ ñ ðàâ-

íîé âåðîÿòíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå èí�îðìàöèîííàÿ íàãðóçêà êàæäî-

ãî ñèìâîëà êîäîâîãî àë�àâèòà áóäåò ðàâíà ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè

logm, à êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè ñîäåðæàùååñÿ â êîäîâîì ñëîâå äëè-

íîé µi ðàâíÿåòñÿ µi logm.

2. Â ðåçóëüòàòå êîäèðîâàíèÿ íå äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïîòåðü èí�îðìà-

öèè, ò.å. êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè â êîäîâîì ñëîâå íå äîëæíî áûòü

ìåíüøå êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè ñîäåðæàùåãîñÿ â èñõîäíîì ñèãíàëå

xi:

− log p(xi) ≤ µi logm.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëèíà i-ãî êîäîâîãî ñëîâà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü

íåðàâåíñòâó:

µi ≤
log p(xi)

logm
. (75)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà p(xi) è ïðîñóììèðîâàâ ïî i, ïîëó÷èì, ÷òî ñðåäíÿÿ

äëèíà êîäîâîãî ñëîâà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

L ≥ H(X)

logm
, (76)

à ìèíèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ äëèíà êîäîâûõ ñëîâ áóäåò ðàâíà öåëîìó ÷èñëó,

ñîäåðæàùåìóñÿ â èíòåðâàëå:

H(X)

logm
≤ Lmin ≤ H(X)

logm
+ 1. (77)

Ñîîòíîøåíèå (76) ìåæäó îïòèìàëüíîé äëèíîé êîäîâîãî ñëîâà è ýíòðî-

ïèåé èñòî÷íèêà ñîîáùåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó Øåííîíà îá îï-

òèìàëüíîì êîäèðîâàíèè:

Òåîðåìà Øåííîíà. Ïðè êîäèðîâàíèè ñîîáùåíèé x1, x2, . . . , xn â àë�à-

âèòå ñîäåðæàùåì m ñèìâîëîâ, ïðè îòñóòñòâèè øóìîâ, ñðåäíÿÿ äëè-

íà êîäîâîãî ñëîâà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åìH(X)/ logm. Ïðè÷åì,
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åñëè âåðîÿòíîñòè ñîîáùåíèé íå ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè îòðèöà-

òåëüíûìè ñòåïåíÿìè ÷èñëà m, òî÷íîå äîñòèæåíèå óêàçàííîé ãðàíè-

öû íåâîçìîæíî, íî ïðè êîäèðîâàíèè äîñòàòî÷íî äëèííûìè ãðóïïà-

ìè, ê ýòîé ãðàíèöå ìîæíî ïðèáëèçèòüñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìãíîâåííûõ êîäîâ ñ çàäàííûìè äëèíàìè êî-

äîâûõ ñëîâ îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé Êðà�òà. Îíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ íåïåðåêðûâàåìîãî êîäà äëÿ çàäàííûõ äëèí êî-

äîâûõ ñëîâ, íî íå äàåò ðåöåïòà åãî ïîñòðîåíèÿ.

Òåîðåìà Êðà�òà. Åñëè µ1, µ2, . . . , µn äëèíû êîäîâûõ ñëîâ, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñîîáùåíèÿì x1, x2, . . . , xn, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåïåðåêðûâàåìûõ êîäîâ ñ çàäàííûìè äëèíàìè

â êîäîâîì àë�àâèòå ñ îñíîâàíèåì m, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåí-

ñòâà

m∑

i=1

m−µi ≤ 1.

Òåîðåìà Øåííîíà ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðåäåëüíî âîçìîæíóþ ýêîíî-

ìè÷íîñòü êîäèðîâàíèÿ. Íà ïðàêòèêå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïî-

ñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êîäîâ. Èõ àëãîðèòìû ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî-

áû êîäîâûå ñëîâà íåñëè ìàêñèìàëüíóþ èí�îðìàöèþ. Êîä áóäåò íàèáîëåå

ýêîíîìè÷íûì, åñëè:

• êîäîâûå ñèìâîëû áóäóò ðàâíîâåðîÿòíû è íåçàâèñèìû;

• ñèìâîëû ïåðâè÷íîãî àë�àâèòà, èìåþùèå áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü, áó-

äóò êîäèðîâàòüñÿ áîëåå êîðîòêèìè êîäîâûìè ñëîâàìè.

�àññìîòðèì àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî êîäà íà ïðè-

ìåðå äâóõñèìâîëüíîãî êîäîâîãî àë�àâèòà (0, 1).
Ìåòîä Øåííîíà-Ôàíî.

1. Âñå ñîîáùåíèÿ èñõîäíîãî àë�àâèòà ðàñïîëàãàþò â ïîðÿäêå óáûâà-

íèÿ âåðîÿòíîñòåé.

2. Ñîîáùåíèÿ, çàïèñàííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ðàçáè-

âàþòñÿ íà äâå ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûå ïî ñóììå âåðîÿòíîñòåé

ïîäãðóïïû. Âñåì ñîîáùåíèÿì, âõîäÿùèì â ïåðâóþ ïîäãðóïïó ïðè-

ïèñûâàþò ïåðâûé êîäîâûé ñèìâîë 0, à âñåì ñîîáùåíèÿì âòîðîé ïî-

ãðóïïû âòîðîé êîäîâûé ñèìâîë 1.

69



3. Êàæäóþ ïîäãðóïïó ðàçáèâàþò íà äâå ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûå

ïî ñóììå âåðîÿòíîñòåé ïîäãðóïïû. Êàæäîé èç ïîäãðóïï ïðèïèñû-

âàþò êîäîâûå ñèìâîëû 0 èëè 1.

4. Äåëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà êàæäàÿ èç ïîäãðóïï íå áóäåò

ñîäåðæàòü òîëüêî îäèí ñèìâîë.

Ïîêàæåì, êàê ïðîèçâîäèòñÿ êîäèðîâàíèå ìåòîäîìØåííîíà-Ôàíî íà ñëå-

äóþùåì ïðèìåðå (ñèìâîëû èñõîäíîãî àë�àâèòà óæå óïîðÿäî÷åíû ïî

óáûâàíèþ âåðîÿòíîñòåé).

Èñõîäíûé

àë�àâèò

p(xi) Êîäîâûå ñëîâà µi

x1 0,35 0 0 2

x2 0,25 0 1 2

x3 0,12 1 0 0 3

x4 0,10 1 0 1 3

x5 0,08 1 1 0 3

x6 0,06 1 1 1 0 4

x7 0,04 1 1 1 1 4

Ñðåäíÿÿ äëèí êîäîâûõ ñëîâ ñîñòàâèò:

L = 2(0, 35 + 0, 25) + 3(0, 12 + 0, 10 + 0, 08) + 4(0, 06 + 0, 04) =

+ 4(0, 06 + 0, 04) = 2, 5 ñèìâîëîâ.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîäà Øåííîíà-Ôàíî â ìíîãîñèìâîëüíîì àë�àâèòå

àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ m = 2: ðàçáèåíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà m ïîäãðóïï, ñ

ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè p = 1/mk
, ãäå k � øàã

èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû.

Ìåòîä Õà�ìåíà.

1. Âñå ñèìâîëû èñõîäíîãî àë�àâèòà ðàñïîëàãàþò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ

âåðîÿòíîñòåé.

2. Äâà ñèìâîëà ñ íàèìåíüøèìè âåðîÿòíîñòÿìè îáúåäèíÿþò âî âñïî-

ìîãàòåëüíûé ñèìâîë, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà

âåðîÿòíîñòåé èñõîäíûõ ñèìâîëîâ. Èñõîäíûì ñèìâîëàì ñîïîñòàâëÿ-

þò êîäîâûå ñèìâîëû 0 è 1.
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�èñ. 8. Îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå ìåòîäîì Õà�ìåíà

3. Ïðîöåññ îáúåäèíåíèÿ ñèìâîëîâ ñ íàèìåíüøèìè âåðîÿòíîñòÿìè ïðî-

âîäÿò äëÿ îñòàâøèõñÿ ñèìâîëîâ, ñ ó÷åòîì âñïîìîãàòåëüíûõ. Êàæ-

äûé ðàç ñîïîñòàâëÿÿ îáúåäèíÿåìûì ñèìâîëàì êîäîâûå ñèìâîëû 0 è
1, äî òåõ ïîð ïîêà ñóììà âåðîÿòíîñòåé îáúåäèíÿåìûõ ñèìâîëîâ íå

áóäåò ðàâíà 1.

Êîäèðîâàíèå ìåòîäîì Õà�ìåíà óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ

êîäîâîãî äåðåâà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà äàííûõ ïðåäûäóùåãî ïðèìå-

ðà (ðèñ. 8). Ñîïîñòàâëåíèå êîäîâûõ ñëîâ ñèìâîëàì èñõîäíîãî àë�àâèòà

ïðîèçâîäèòñÿ ñïðàâà íàëåâî, ò.å. èç êîðíÿ êîäîâîãî äåðåâà.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå äâóõñèìâîëüíîãî êîäîâîãî àë�àâèòà,

ìåòîäîì Õà�ìåíà, ìû ïîëó÷èëè òó æå ñèñòåìó êîäèðîâàíèÿ ñèìâîëîâ

èñõîäíîãî àë�àâèòà, ÷òî è ìåòîäîì Øåííîíà-Ôàíî. Îäíàêî, ïðè êîäè-

ðîâàíèè ìåòîäîì Õà�ìåíà â àë�àâèòå ñ m > 2, ñðåäíÿÿ äëèíà êîäî-

âûõ ñëîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ Øåííîíà-

Ôàíî, êàê ïðàâèëî, ìåíüøå.

Â àëãîðèòìå Õà�ìåíà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî êîäà ïðè m > 2 íà

êàæäîì øàãå ïðîöåäóðû ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå âî âñïîìîãàòåëüíûé

ñèìâîë m ñèìâîëîâ ñ íàèìåíüøèìè âåðîÿòíîñòÿìè, ñ ó÷åòîì âñïîìîãà-

òåëüíûõ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïåðâûé øàã, íà êîòîðîì âî âñïîìîãà-

òåëüíûé ñèìâîë îáúåäèíÿþò n0 ñèìâîëîâ, ÷èñëî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ
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óñëîâèÿìè:

2 ≤ n0 ≤ m,
n− n0

m− 1
- öåëîå.

Îáùèé íåäîñòàòîê âñåõ îïòèìàëüíûõ êîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ îíè îáëàäàþò íàèìåíüøåé ïîìåõîçàùèùåí-

íîñòüþ.

Øè�ðîâàíèå èí�îðìàöèè

Øè�ðîâàíèå èëè êðèïòîãðà�è÷åñêîå çàêðûòèå èí�îðìàöèè ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå ñîîáùåíèé èñòî÷íèêà, ïðè êîòðîì èñõîä-

íîå ñîäåðæàíèå ñîîáùåíèÿ ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíûì òîëüêî ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ñïåöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ, íàçûâàåìî-

ãî êëþ÷åì. Ëþáîå êîäèðîâàíèå èí�îðìàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

÷àñòíûé ñëó÷àé øè�ðîâàíèÿ, îäíàêî ïðè øè�ðîâàíèè óñòàíàâëèâàåòñÿ

äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå � àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæåí ïðèâî-

äèòü ê ñêðûòèþ èí�îðìàöèè îò íåñàíêöèîíèðîâàííîãî äîñòóïà, ò.å ïî

âèäó ïîñòóïèâøåãî ñîîáùåíèÿ íåëüçÿ îïðåäåëèòü åãî ñîäåðæàíèå.

Äëÿ øè�ðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü àëãîðèòì øè�ðîâàíèÿ

( êîòîðûé ìîæåò áûòü äîñòóïåí âñåì) è èíäèâèäóàëüíûé êëþ÷ (êîòîðûé

äîëæåí áûòü ñêðûò îò íåñàíêöèîíèðîâàííîãî äîñòóïà). Ïðè÷åì àëãî-

ðèòì øè�ðîâàíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì äëÿ âûáðàííîé ñèñòåìû øè�-

ðîâàíèÿ èí�îðìàöèè, à êëþ÷ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

�àññìîòðèì ïîäõîäû ê øè�ðîâàíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ ðàñ-

ïðîñòðàíåííûõ àëãîðèòìîâ.

Ïðÿìûå ïîäñòàíîâêè. Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäîâ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè

çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå áóêâ (ñèãíàëîâ) ñîîáùåíèÿ, áóêâàìè òîãî æå èëè

äðóãîãî àë�àâèòà. Àëãîðèòìû ìåòîäîâ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè ìîæíî îïè-

ñàòü, êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñëîâîãî ýêâèâàëåíòà P áóêâ èñõîäíîãî àë-

�àâèòà ñîîáùåíèé:

C = (αP + S) mod K, (78)

ãäå C � ÷èñëîâîé ýêâèâàëåíò çàøè�ðîâàííîé áóêâû, α � äåñÿòè÷íûé

êîý��èöèåíò, S � êîý��èöèåíò ñäâèãà, K � ðàçìåðíîñòü àë�àâèòà.

Ïóñòü áóêâàì ðóññêîãî àë�àâèòà ñîïîñòàâëåíû ÷èñëîâûå ýêâèâàëåíòû

îò 1 äî 33, òîãäà K = 33. Åñëè òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â øè�ðå è äðóãèå
ñèìâîëû, íàïðèìåð çíàêè ïðåïèíàíèÿ, ïðîáåë, òî îíè òàêæå äîáàâëÿþò-

ñÿ â èñõîäíûé àë�àâèò. Ïðè α = 8 è S = 5 öè�ðîâûå ýêâèâàëåíòû áóêâ
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êîäà áóäóò ðàâíû:

Áóêâà À Á Â � Ä . . . Ì Í Î . . . Ý Þ ß

P 1 2 3 4 5 . . . 14 15 16 . . . 31 32 33

C 13 21 29 4 12 . . . 18 26 1 . . . 22 30 5

Áóêâà øè�ðà Ë Ó Û � Ê . . . � Ø À . . . Ô Ú Ä

Çàøè�ðîâàííîå ñëîâî �ÂÎÄÀ�, çàïèøåòñÿ, êàê �ÛÀÊË�. Êëþ÷îì äëÿ

ïðî÷òåíèÿ äàííîãî êîäà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà (8, 5). Ìåòîä ïðÿìûõ ïîäñòàíî-

âîê äîñòàòî÷íî ïðîñò, íî îí íå îáåñïå÷èâàåò âûñîêîé íàäåæíîñòè çàêðû-

òèÿ èí�îðìàöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàæäàÿ áóêâà àë�àâèòà èìååò

ñâîþ îïðåäåëåííóþ ÷àñòîòó âñòðå÷àåìîñòè. Ïîýòîìó èìåÿ äëèííîå ñîîá-

ùåíèå è ïðîàíàëèçèðîâàâ ñòàòèñòèêó âñòðå÷àåìîñòè ñèìâîëîâ, ìîæíî ñ

áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ñîîáùåíèå.

Ñêðûòü ý��åêò ïîñòîÿíñòâà ÷àñòîò âñòðå÷àåìîñòè ñèìâîëîâ èñõîäíî-

ãî àë�àâèòà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìíîãîàë�àâèòíûõ ïîä-

ñòàíîâîê. Â ïðîñòîé ìíîãîàë�àâèòíîé ïîäñòàíîâêå èñïîëüçóåòñÿ íå

îäèí êîäîâûé àë�àâèò, à íåñêîëüêîB1, B2, . . . , BM , ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-

ìåíÿåìûõ øè�ðîâàíèþ ñèìâîëîâ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

ñèìâîë x1 ñîîáùåíèÿ çàìåíÿåòñÿ ñèìâîëîì èç àë�àâèòà ïîäñòàíîâêè B1,

x2 � èçB2, xM � èçBM , xM+1 ñíîâà èçB1 è ò.ä. Ñòåïåíü çàùèòû èí�îðìà-

öèè ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ àë�àâèòîâ ïîäñòàíîâêè.

Îäíèì èç âàðèàíòîâ ìíîãîàë�àâèòíûõ ïîäñòàíîâîê ÿâëÿþòñÿ ìîíî-

�îíè÷åñêèå øè�ðû, â êîòîðûõ óðàâíèâàåòñÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ çà-

øè�ðîâàííûõ ñèìâîëîâ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ðàñêðûòü øè�ð ñ ïîìîùüþ

÷àñòîòíîãî àíàëèçà. ×òîáû äîñòè÷ü òàêîãî ý��åêòà, äëÿ ÷àñòî èñïîëü-

çóåìûõ áóêâ àë�àâèòà, èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî çàøè�ðîâàííûõ ýêâèâà-

ëåíòîâ, à äëÿ � ðåäêèõ îäèí-äâà.

Øè�ð Âèæèíåðà ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåííûì, äîñòàòî÷íî íàäåæ-

íûì, ñïîñîáîì øè�ðîâàíèÿ èí�îðìàöèè. Ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè íàðó-

øàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè ÷àñòîòû âñòðå÷àåìîñòè ñèìâî-

ëîâ èñõîäíîãî àë�àâèòà. Êîäèðîâàíèå ñîîáùåíèÿ ïðîèñõîäèò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Âñå áóêâû èñõîäíîãî àë�àâèòà íóìåðóþòñÿ. Â êà÷åñòâå

êëþ÷à âûáèðàåòñÿ êàêîå ëèáî ñëîâî, �ðàçà, àáçàö èç êíèãè è ò.ï. Êëþ÷

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäïèñûâàåòñÿ ïîä ñèìâîëàìè èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ.

Öè�ðîâîé ýêâèâàëåíò áóêâû øè�ðîâàííîãî ñîîáùåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ K öè�ðîâûõ ýêâèâàëåíòîâ áóêâû ñîîá-

ùåíèÿ Pc è ñîîòâåòñòâóþùåé åé áóêâû êëþ÷à Pk. Íàïðèìåð, çàøè�ðóåì

ñëîâî �ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß�, èñïîëüçóÿ êëþ÷ �ÂÎÄÀ�:
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Ñîîáùåíèå È Í Ô Î � Ì À Ö È ß

Pc 10 15 22 16 18 14 1 24 10 33

Êëþ÷ Â Î Ä À Â Î Ä À Â Î

Pk 3 16 5 1 3 16 5 1 3 16

(Pc + Pk) mod K 13 31 27 17 21 30 6 25 13 16

Çàøè�ðîâàííîå ñîîáùåíèå Ë Ý Ù Ï Ó Ú Å × Ë Î

Ìíîãîàë�àâèòíàÿ ïîäñòàíîâêà óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

� ÷èñëî çíàêîâ â êëþ÷å ïðåâûøàåò ÷èñëî çíàêîâ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ;

� êëþ÷ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç;

� èñõîäíûé òåêñò íåèçâåñòåí;

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Âåðíàìà è òåîðåòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåðàñêðû-

âàåìûì øè�ðîì. Ïîýòîìó, ïðè èñïîëüçîâàíèè øè�ðîâ Âèæèíåðà íåîá-

õîäèìî ñòðåìèòüñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ êëþ÷åé áîëüøîé äëèíû.

Â ìåòîäàõ øè�ðîâàíèÿ ãàììèðîâàíèåì, öè�ðîâûå ýêâèâàëåíòû

ñèìâîëîâ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ ñ ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ ãàììîé è ïðèâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ

K. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë ïðèìå-

íÿþòñÿ ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ý��åêòèâíî ðåàëèçóåìûå ñ

èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììûõ ñðåäñòâ. Â ÷àñòíîñòè ëèíåé-

íûé ãåíåðàòîð çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë T (i)

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

T (i+ 1) = [A · T (i) + C] mod K, (79)

ãäå A,C � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, T (0) - ïîðîæäàþùåå ÷èñëî, ñëóæàùèå

êëþ÷åì øè�ðà. Òàêèå äàò÷èêè ãåíåðèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-

íûõ ÷èñåë ñ îïðåäåëåííûì ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ, çàâèñÿùèì îò âûáðàí-

íûõ çíà÷åíèé A è C. Ïðîöåññ ðàñøè�ðîâêè ñîîáùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ

â ïîâòîðíîé ãåíåðàöèè ãàììû øè�ðà ïî èçâåñòíîìó êëþ÷ó è íàëîæå-

íèè ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà çàøè�ðîâàííîå ñîîáùåíèå. Åñëè

ïåðèîä ãàììû ïðåâûøàåò äëèòåëüíîñòü ñîîáùåíèÿ, òî ðàñêðûòü øè�ð

ìîæíî òîëüêî ïðÿìûì ïåðåáîðîì êëþ÷åé.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Â ÷åì çàêëþ÷àþòñÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè îïòèìàëüíûõ êî-

äîâ?

2. Ïîñòðîèòü êîäîâîå äåðåâî äëÿ ñëåäóþùèõ àë�àâèòîâ:
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à) 01, 11, 10,001,000

á) 1,01,000,001,0011,0010

Êàêîé èç àë�àâèòîâ ÿâëÿåòñÿ ìãíîâåííûì êîäîì? �àñêîäèðîâàòü ñëå-

äóþùåå ñîîáùåíèå: 0111100100100010.

3. Âåðîÿòíîñòè P ïîÿâëåíèÿ áóêâ â ðóññêîì òåêñòå (ïðè óñëîâèè, ÷òî

Å è �, Ü è Ú íå ðàçëè÷àþòñÿ) ðàâíû:

Ñèìâîë P Ñèìâîë P Ñèìâîë P Ñèìâîë P

ïðîáåë 0,145 � 0,041 ß 0,019 Õ 0,009

Î 0,095 Â 0,039 Û 0,016 Æ 0,008

Å,� 0,074 Ë 0,036 Ç 0,015 Þ 0,007

À 0,064 Ê 0,028 Ü,Ú 0,015 Ø 0,006

È 0,064 Ì 0,026 Á 0,015 Ö 0,004

Í 0,056 Ä 0,026 � 0,014 Ù 0,003

Ò 0,056 Ï 0,024 × 0,013 Ý 0,002

Ñ 0,047 Ó 0,021 É 0,010 Ô 0.002

Ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé êîä ìåòîäàìè Øåííîíà-Ôàíî è Õà�ìåíà â ñëó-

÷àå òðåõñèìâîëüíîãî àë�àâèòà. Ïîñòðîèòü êîäîâîå äåðåâî. Îïðåäåëèòü

ñðåäíþþ äëèíó êîäîâîãî ñëîâà.
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Ëåêöèÿ 6. Ìåòîäû ïîâûøåíèÿ

íàäåæíîñòè ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè

Îáíàðóæåíèå è èñïðàâëåíèå îøèáîê

Ïðè ïåðåäà÷å èí�îðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè ñ ïîìåõàìè íåèçáåæíû ïî-

òåðè èí�îðìàöèè. Ïîìåõà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîðîííåå âîçìóùåíèå,

äåéñòâóþùåå â ñèñòåìå è ïðåïÿòñòâóþùåå ïðàâèëüíîìó ïðèåìó ñèãíà-

ëà. Èñòî÷íèêè ïîìåõ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íû - ýòî ïðîìûøëåííûå ïîìåõè

(ðàáîòà ñòàíêîâ, ñâàðî÷íûõ àïïàðàòîâ, ãîðîäñêîé àâòîòðàíñïîðò è ò.ï.);

àòìîñ�åðíûå (ìîëíèÿ, ñåâåðíîå ñèÿíèå, è ò.ï.). Åñëè ïîìåõè èìåþò ðåãó-

ëÿðíûé õàðàêòåð, òî èõ ìîæíî óñòðàíèòü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ �èëü-

òðîâ, ýêðàíèðîâàíèÿ, êîìïåíñàöèè �îíîâîãî ñäâèãà ñèãíàëà è äðóãèõ

ñïîñîáîâ.

Äåéñòâèå ïîìåõ â èí�îðìàöèîííîì êàíàëå ñâÿçè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî

èç ìíîæåñòâà ïåðåäàííûõ ñèãíàëîâ, íåêîòîðàÿ èõ ÷àñòü çàìåíÿåòñÿ äðó-

ãèìè. Ïðè÷åì, ïîìåõà ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òî îäèí ñèãíàë èç

êîäîâîãî àë�àâèòà çàìåíèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà äðóãîé èç òîãî æå

êîäîâîãî àë�àâèòà, ëèáî â òîì ÷òî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ïîìåõè ïîÿâèò-

ñÿ íîâûé ñèãíàë íå ñîäåðæàùèéñÿ â êîäîâîì àë�àâèòå. Â äàëüíåéøåì

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðâûé ñëó÷àé.

Äëÿ çàùèòû ïîëåçíîé èí�îðìàöèè îò âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ òðåáóåò-

ñÿ, ÷òîáû ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå áûëî èçáûòî÷íûì â èí�îðìàöèîí-

íîì ñìûñëå. Åñëè êîäîâûé àë�àâèò îáëàäàåò íóëåâîé èçáûòî÷íîñòüþ,

ò.å. êàæäàÿ êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿ íåñåò ìàêñèìàëüíóþ èí�îðìàöèþ, òî

ëþáîå èñêàæåíèå ñèìâîëà áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ, êàê íåêàÿ íîâàÿ

ðàçðåøåííàÿ êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿ è áåç äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ áóäåò

íåâîçìîæíî ðàñïîçíàòü, ïðîèçîøëà îøèáêà â ïðîöåññå ïåðåäà÷è èí�îð-

ìàöèè èëè æå íåò. Èìåííî èí�îðìàöèîííàÿ íåäîãðóçêà ñèìâîëîâ ñîîá-

ùåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîìåõîçàùèùåííîñòè êîäà (ïðî-

âåðêè ïðàâèëüíîñòè ïåðåäàííîé êîäîâîé êîìáèíàöèè) è äàæå âîññòàíîâ-
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ëåíèÿ ïðàâèëüíîé èí�îðìàöèè (êîððåêòèðóþùèå êîäû).

Â öåëîì æå âîçìîæíîñòü îáíàðóæåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ îøèáîê ïðè

ïåðåäà÷å èí�îðìàöèè áàçèðóåòñÿ íà íàëîæåíèè òåõ èëè èíûõ îãðàíè÷å-

íèé íà ìíîæåñòâî ðàçðåøåííûõ ñîîáùåíèé, ò.ê. åñëè îãðàíè÷åíèé íåò,

òî ëþáîé ïîëó÷àåìûé ñèãíàë ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èí�îðìàöèÿ.

Öåëü ïîìåõîçàùèùåííîãî êîäèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü ýòè

îãðàíè÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè, ïîçâîëÿþùèìè èñïîëüçîâàòü êîäû ñ

íàèìåíüøåé èçáûòî÷íîñòüþ. �àññìîòðèì íåêîòîðûå èäåè ëåæàùèå â îñ-

íîâå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïîìåõîçàùèùåííûõ êîäîâ íà îñíîâå äâîè÷íîãî

êîäîâîãî àë�àâèòà 0, 1.

Ìåòîä ìàæîðèòàðíîãî äåêîäèðîâàíèÿ (Áîäî-Âåðäàíà). Îáùàÿ

èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè ñîîáùåíèÿ. Ïðà-

âèëüíûé ñèãíàë â îïðåäåëåííîé ïîçèöèè êîäîâîãî ñëîâà îáíàðóæèâàåòñÿ

ïî íàêîïëåíèþ ïîñûëîê îäíîãî âèäà (0 èëè 1). Ïðåèìóùåñòâî îòäàåòñÿ
òîìó ñèãíàëó, ïîñûëîê êîòîðîãî áîëüøå. Ïóñòü ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäà-

åòñÿ ïÿòèðàçðÿäíàÿ êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿ 10110. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ â êàæäîì ðàçðÿäå êîäîâîãî ñëîâà ìîæåò ïðîèñõî-

äèòü íå áîëåå îäíîé îøèáêè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ òàêîé îäèíî÷íîé îøèáêå,

âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå ïîìåõ, äîñòàòî÷íî ïåðåäàòü êîäîâîå ñëîâî ïî

êàíàëó ñâÿçè òðè ðàçà:

1 0 1 0 0

0 0 1 1 0

1 0 0 1 0

1 0 1 1 0

Âèäíî, ÷òî äàæå åñëè êàæäàÿ ïåðåäà÷à êîäîâîé êîìáèíàöèè ñîïðîâîæ-

äàëàñü îøèáêîé, òåì íå ìåíåå ðåçóëüòèðóþùåå ñëîâî îêàçàëîñü âåðíîå.

Ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ñïîñîáà óñòðàíåíèÿ ïîìåõ çàêëþ÷àþòñÿ â ïðîñòî-

òå ðåàëèçàöèè. Åñëè îøèáêè íå ïîâòîðÿþòñÿ â îäíèõ è òåõ æå ðàçðÿ-

äàõ, òî ìîæíî èñïðàâèòü êîëè÷åñòâî îøèáîê ðàâíîå äëèíå ñëîâà. Äëÿ

óñòðàíåíèÿ n-êðàòíîé îøèáêè â îäíîì è òîì æå ðàçðÿäå ñîîáùåíèå ñëå-

äóåò ïîâòîðèòü (2n+ 1) ðàç. Â ýòîì ìåòîäå íå ïðîèñõîäèò îáíàðóæåíèÿ

îøèáîê: äàæå åñëè êîäîâàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðåäàíà ïðàâèëüíî, âñå ðàâíî

òðåáóåòñÿ åùå äâàæäû ïåðåäàòü ñëîâî ïî êàíàëó ñâÿçè äëÿ óñòðàíåíèÿ

åäèíè÷íîé îøèáêè, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøîé èçáûòî÷íîñòè ïîñûëàåìîãî

ñîîáùåíèÿ.

Îáíàðóæåíèå îøèáîê. Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì îáíàðóæåíèÿ åäè-

íè÷íîé îøèáêè â êîäîâîì ñëîâå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà íà ÷åòíîñòü.
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Èäåÿ åå â òîì, ÷òî â îïðåäåëåííóþ ïîçèöèþ êîäîâîãî ñëîâà äîáàâëÿåòñÿ

åùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë � êîíòðîëüíàÿ ñóììà, çíà÷åíèå êî-

òîðîãî âûáèðàåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ñóììà åäèíèö âî âñåõ ïîçèöèÿõ

êîäîâîãî ñëîâà, âêëþ÷àÿ êîíòðîëüíóþ ñóììó, áûëà ÷åòíîé. Íàïðèìåð:

Êîäîâîå

ñëîâî

Êîäîâîå ñëîâî ñ êîí-

òðîëüíîé ñóììîé

01001 010010

11111 111111

10 101

Çäåñü ðåçóëüòàò ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü â êîäîâûõ ñëîâàõ çàïèñûâàåòñÿ

â ïîñëåäíþþ ïîçèöèþ ñëîâà è âûäåëåí æèðíûì øðè�òîì. Òåïåðü åñëè

ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ, çàêîäèðîâàííîãî ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ÷åòíî-

ñòè, ïðîèñõîäèò åäèíè÷íàÿ îøèáêà (0 → 1 èëè 1 → 0), òî ýòî ñêàæåò-

ñÿ íà êîëè÷åñòâå åäèíèö â ïîëó÷åííîì êîäîâîì ñëîâå. Òàêîé ñïîñîá íå

ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü äâîéíûå îøèáêè, îäíàêî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî

îøèáîê îáíàðóæèòü (íî íå èñïðàâèòü!) ìîæíî.

Èñïðàâëåíèå îøèáîê. Èñïðàâëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íóæíî

óêàçàòü àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïîçèöèè îøèáêè â êîäîâîì ñëîâå. Íàèáî-

ëåå ïðîñòîé êîä, ïîçâîëÿþùèé ýòî äåëàòü, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì

êîäîìm×n. Êîäèðîâàíèå èí�îðìàöèè ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
èñõîäíîå êîäîâîå ñëîâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû

ñîñòîÿùé èç (m − 1) ñòðîê è (n − 1) ñòîëáöà. Çàòåì â êîíåö êàæäîé

ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà äîáàâëÿåòñÿ ñèìâîë ñîîòâåòñòâóþùèé ïðî-

âåðêå íà ÷åòíîñòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìàññèâ ñèìâîëîâ m× n (áåç

çàïîëíåíèÿ ïðàâîãî íèæíåãî óãîëà äàííîãî ìàññèâà). Çàïèñûâàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ïîñòðî÷íî, ïîëó÷àåì ïîìåõîçàùèùåííîå êîäî-

âîå ñëîâî, ïîçâîëÿþùåå èñïðàâèòü åäèíè÷íóþ îøèáêó, ïðè÷åì íåâàæíî,

êàêîé ñèìâîë (èí�îðìàöèîííûé èëè êîíòðîëüíàÿ ñóììà) ìîæåò áûòü

èñêàæåí ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ çàêîäèðîâàòü ïðÿìîóãîëüíûì êîäîì ñëåäóþùåå ñî-

îáùåíèå ñîñòîÿùåå èç äâåíàäöàòè ñèìâîëîâ: 010111011010. Ïðåäñòàâèì

åãî â âèäå ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç 3-õ ñòðîê è 4-õ ñòîëáîâ:

0 1 0 1

1 1 0 1

0 1 1 0

Äîáàâèì â êàæäóþ ñòðîêó è êàæäûé ñòîëáåö ðåçóëüòàò ïðîâåðêè íà

÷åòíîñòü:
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0 1 0 1 0

1 1 0 1 1

0 1 1 0 0

1 1 1 0

Òàêèì îáðàçîì ïîìåõîçàùèùåííîå ñîîáùåíèå, ïîçâîëÿþùåå èñïðàâèòü

åäèíè÷íóþ îøèáêó áóäåò ñëåäóþùèì: 0101011011101000010.

Ïóñòü ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå 0101010011101000010, çàêîäèðîâàííîå ïðÿ-
ìîóãîëüíûì êîäîì 4×5. Òðåáóåòñÿ îáíàðóæèòü è èñïðàâèòü îøèáêó, åñ-

ëè îíà èìååòñÿ. Ïðåäñòàâèì ñîîáùåíèå â âèäå ìàòðèöû 4×5 è ïðîâåðèì
ïðàâèëüíîñòü êîíòðîëüíûõ ñóìì äëÿ êàæäîé ñòðîêè è ñòîëáöà:

0 1 0 1 0 +

1 0 0 1 1 −
0 1 1 0 0 +

1 1 1 0

+ − + +

Âèäíî, ÷òî âî âòîðîé ñòðîêå è âòîðîì ñòîëáöå óñëîâèå ÷åòíîñòè íå âû-

ïîëíåíî, ñëåäîâàòåëüíî ñèìâîë ñòîÿùèé íà èõ ïåðåñå÷åíèè áûë ïåðåäàí

ñ îøèáêîé. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ ñîîáùåíèÿ íóæíî ýòîò ñèìâîë çàìåíèòü íà

ïðîòèâîïîëîæíûé 0 → 1.

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå

Ïðèìåíåíèå ïîìåõîçàùèùåííûõ êîäîâ ïðèâîäèò ê èçáûòî÷íîñòè ñî-

îáùåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïëàòîé çà ïðàâèëüíîñòü ïåðåäàâàåìîé èí�îðìà-

öèè. Â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè èçáûòî÷íîñòè êîäèðî-

âàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå îáùåãî ÷èñëà ñèìâîëîâ ñîäåðæà-

ùèõñÿ â êîäîâîì ñëîâå ê ÷èñëó èí�îðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ. Íàïðèìåð,

â ïðÿìîóãîëüíîì êîäå m× n èçáûòî÷íîñòü ñîñòàâëÿåò

m× n

(m− 1)× (n− 1)

è áóäåò ìèíèìàëüíà ïðè m = n. Â öåëîì ìàêñèìóì ñîîòíîøåíèÿ èí-

�îðìàöèîííûõ è êîððåêòèðóþùèõ ñèìâîëîâ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ïîìåõîçàùèùåííîãî êîäà.

Âîçìîæíîñòè ïîìåõîçàùèùåííîãî êîäèðîâàíèÿ áàçèðóþòñÿ íà òîì,

÷òî íå âñå êîäîâûå êîìáèíàöèè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü â çàäàííîì
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�èñ. 9. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå.

êîäîâîì àë�àâèòå, ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøåííûìè â äàííîé ñèñòåìå êîäèðî-

âàíèÿ. �àññìîòðèì äâîè÷íûé êîäîâûé àë�àâèò, êîäîâûå ñëîâà êîòîðîãî

ñîñòîÿò èç 3-õ ñèìâîëîâ. Âñåãî âîçìîæíî ïîñòðîèòü 8 ðàçëè÷íûõ êîäî-

âûõ ñëîâ: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. Ïðåäñòàâèì èõ â âèäå

âåðøèí êóáà ñ åäèíè÷íîé äëèíîé ðåáðà (ðèñ. 9). Áóäåì íàçûâàòü êî-

äîâûì ðàññòîÿíèåì d ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè ðàññòîÿíèå ìåæäó

âåðøèíàìè, èçìåðåííîå âäîëü ðåáåð êóáà. Íàïðèìåð, d(001),(111) = 2.

Åñëè âñå êîäîâûå êîìáèíàöèè ðàçðåøåíû, òî íà ðàññòîÿíèè d = 1
îò ëþáîãî êîäîâîãî ñëîâà íàõîäÿòñÿ äðóãèå ðàçðåøåííûå êîäîâûå ñëî-

âà. Ïîýòîìó äåéñòâèå ïîìåõè, çàêëþ÷àþùååñÿ â èçìåíåíèè êàêîãî ëèáî

ñèìâîëà íà äðóãîé, ïðèâåäåò ê ïåðåõîäó â âåðøèíó êóáà, òàê æå ÿâëÿþ-

ùóþñÿ ðàçðåøåííûì êîäîâûì ñëîâîì.

Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçðåøåííûìè êîäîâûìè êîìáèíàöèÿìè ðàâ-

íî äâóì. Ìîæíî óêàçàòü äâà íàáîðà êîäîâûõ ñëîâ óäîâëåòâîðÿþùèõ äàí-

íîìó òðåáîâàíèþ: 1) 000, 010, 011, 110 è 2) 111, 101, 100, 001. Ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè êàæäîãî èç íàáîðîâ â êà÷åñòâå ðàçðåøåííûõ êîäîâûõ êîì-

áèíàöèé, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îáíàðóæåíèÿ åäèíè÷íîé îøèáêè, ò.ê.

èçìåíåíèå ëþáîãî êîäîâîãî ñèìâîëà â êîäîâîì ñëîâå ïðèâîäèò ê çàïðå-

ùåííîé êîäîâîé êîìáèíàöèè.

Â ñëó÷àå d = 3 ðàçðåøåííûõ íàáîðîâ áóäåò òðè: 1) 000, 111; 2) 100,

011; 3) 101, 010. Òåïåðü ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïðàâëåíèÿ åäèíè÷íîé

îøèáêè: èñêàæåííàÿ êîìáèíàöèÿ çàìåíÿåòñÿ áëèæàéøåé ê íåé ðàçðå-

øåííîé. Ïðè ýòîì íåëüçÿ èñêëþ÷àòü, ÷òî ìîæåò ïðîèçîéòè è äâîéíàÿ

îøèáêà, îäíàêî âåðîÿòíîñòü òàêîé ñèòóàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Ïðè-

÷åì, äâîéíóþ îøèáêó ìîæíî îáíàðóæèòü, íî èñïðàâèòü, ïðè èñïîëüçî-
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âàíèè äàííûõ íàáîðîâ ðàçðåøåííûõ êîäîâûõ ñëîâ, íåëüçÿ.

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè ìîæíî âû÷èñëèòü, êàê

÷èñëî åäèíèö ïðè ñëîæåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ êîäîâûõ ñëîâ ïî ìîäóëþ

äâà . Íàïðèìåð, íàéòè êîäîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîâàìè 01101011 è

10100110:

0 1 1 0 1 0 1 1

⊕ mod 2

1 0 1 0 0 1 1 0

1 1 0 0 1 1 0 1

d = 5

Âåëè÷èíà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ ÷èñëîì îáíàðóæè-

âàåìûõ è èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê â êîäîâîì ñëîâå:

d = r + s+ 1, (80)

ãäå r � ÷èñëî îáíàðóæèâàåìûõ îøèáîê, s � ÷èñëî èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê.

Èäåàëüíûé ïðèåìíèê Êîòåëüíèêîâà

Â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ìåòîäû ïîìåõîçàùèùåííî-

ñòè ïåðåäàâàåìîé èí�îðìàöèè, îñíîâàííûå íà ñâîéñòâàõ ñïîñîáà ïîñòðî-

åíèÿ êîäà. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ìåòîäû ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ïåðåäà÷è

ñîîáùåíèé, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ.

�àññìîòðèì ïîäõîä, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ óâåëè÷åíèå äëèòåëüíî-

ñòè ïåðåäà÷è ñèãíàëà. Ñ óâåëè÷åíèåì äëèòåëüíîñòè ñèãíàëà âûèãðûø

â íàäåæíîñòè ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò ó÷åòà òîãî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó-

÷àéíîé ïîìåõè ðàâíî 0, à çíà÷åíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà èìååò ïîñòîÿííîå

íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Ïóñòü f(t) � ðåàëüíûé ñèãíàë, ñîäåðæàùèé ïîìåõè,
ïîëó÷åííûé ïðèåìíèêîì. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî èñòî÷íèê ìîæåò ïîñûëàòü

òîëüêî äâà âîçìîæíûõ âèäà ñèãíàëîâ: U1(t) è U2(t), òî ìîæíî ñðàâíèòü

ïîëó÷åííûé ñèãíàë ñ èäåàëüíûìè ñèãíàëàìè, ðàññìàòðèâàÿ âåëè÷èíó:

T∫

0

(Ui(t)− f(t))2dt,

ãäå T � äëèòåëüíîñòü ïåðåäà÷è ñèãíàëà.
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Ïóñòü èñòî÷íèê ïîñûëàåò ñèãíàë U1(t). Òîãäà ïðè óâåëè÷åíèè äëè-

òåëüíîñòè ïðèåìà ñèãíàëà T áóäåò óñèëèâàòüñÿ íåðàâåíñòâî

T∫

0

(U1(t)− f(t))2dt <

T∫

0

(U2(t)− f(t))2dt. (81)

Ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïðåäåëà ïðåâûøåíèÿ ìîæíî ñ

óâåðåííîñòüþ ðàñïîçíàòü ïîñëàííûé ñèãíàë. Òàêàÿ ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ,

îñíîâàííàÿ íà àïïàðàòíûõ ñðåäñòâàõ è îöåíêå íåðàâåíñòâà (81), íîñèò

íàçâàíèå èäåàëüíûé ïðèåìíèê Êîòåëüíèêîâà.

Êîððåêòèðóþùèé êîä Õåììèíãà

Êîäû Õåììèíãà ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè êîäàìè, èìå-

þùèìè ïðîñòóþ è óäîáíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà îáíàðóæåíèÿ è èñ-

ïðàâëåíèÿ îøèáîê. �àññìîòðèì èõ ðåàëèçàöèþ íà ïðèìåðå îáíàðóæåíèÿ

è èñïðàâëåíèÿ åäèíè÷íîé îøèáêè â äâîè÷íîì êîäîâîì àë�àâèòå 0, 1.
Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ni èí�îðìàöèîííûõ

ñèìâîëîâ ìîæåò èñêàæàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ñèìâîëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

nk � êîëè÷åñòâî êîððåêòèðóþùèõ ñèìâîëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñïîçíà-

âàíèÿ è èñïðàâëåíèÿ åäèíè÷íîé îøèáêè â ïåðåäàâàåìîì ñîîáùåíèè. Òî-

ãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â ïîìåõîçàùèùåííîì êîäîâîì ñëîâå áó-

äåò ðàâíî n = ni + nk. Áóäåì íàçûâàòü ñèíäðîìîì îøèáêè ÷èñëî,

óêàçûâàþùåå íîìåð ïîçèöèè îøèáêè â êîäîâîì ñëîâå. Ïðè ïåðåäà÷å ñî-

îáùåíèÿ ìîæåò áûòü èñêàæåí ëþáîé èç ñèìâîëîâ, â òîì ÷èñëå è ëþáîé

èç êîððåêòèðóþùèõ, ëèáî íå èñêàæåí íè îäèí, ò.å ïåðåäà÷à ñîîáùåíèÿ

ïðîøëà áåç ïîìåõ. Íóëåâîé ñèíäðîì îøèáêè ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëüíî

ïåðåäàííîìó ñîîáùåíèþ. ×òîáû ìîæíî áûëî ðàçëè÷àòü âñå âîçìîæíûå

ñèòóàöèè, îáóñëîâëåííûå ïîìåõàìè, êîòîðûå ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷-

íûì ñèíäðîìàì îøèáêè, íåîáõîäèìî, ÷òî áû ðàçíîîáðàçèå êîððåêòèðó-

þùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ò.å. îáðàçîâàííûõ ñ ïîìîùüþ nk ñèìâîëîâ)

óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ 2nk ≥ n+1. Îòêóäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæ-

äó îáùèì ÷èñëîì ñèìâîëîâ â ñîîáùåíèè è êîëè÷åñòâîì èí�îðìàöèîííûõ

ñèìâîëîâ:

2ni ≤ 2n

n+ 1
. (82)

�. Õåììèíã ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîìåõîçà-

ùèùåííîãî êîäà:

82



1. �àñïîëàãàòü êîððåêòèðóþùèå ñèìâîëû â êîäîâîì ñëîâå íà ïîçèöè-

ÿõ, îïðåäåëÿåìûõ íîìåðàìè 2i−1
, i = 1, 2, 3, . . ..

2. Êàæäûé êîððåêòèðóþùèé ñèìâîë ðàâåí ðåçóëüòàòó ïðîâåðêè íà

÷åòíîñòü ñèìâîëîâ êîäîâîãî ñëîâà, êîòîðûå ñîäåðæàò 1 â i -îì ðàç-

ðÿäå äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèè íîìåðà ïîçèöèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íîìåðîâ ïîçèöèé âêëþ÷àåìûõ â i-þ ïðîâåðêó íà ÷åò-

íîñòü ïðåäñòàâèì íîìåðà ïîçèöèé â äâîè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ:

� (10) � (2)

1 1

2 1 0

3 1 1

4 1 0 0

5 1 0 1

6 1 1 0

7 1 1 1

8 1 0 0 0

9 1 0 0 1

10 1 0 1 0

11 1 0 1 1

12 1 1 0 0

Òàêèì îáðàçîì ïåðâóþ ïðîâåðêó íà ÷åòíîñòü ñîñòàâëÿþò ñèìâîëû ñòîÿ-

ùèå â 1, 3, 5, 7, 9, . . .ïîçèöèÿõ êîäîâîãî ñëîâà; âòîðóþ � 2, 3, 6, 7, 10, 11, . . .;

òðåòüþ � 4, 5, 6, 7, 12, . . . è .ò.ä
Óäîáñòâî òàêîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïîìåõîçàùèùåííîãî êîäà â òîì,

÷òî åñëè â ïîëó÷åííîì ïî êàíàëó ñâÿçè ñ ïîìåõàìè ñîîáùåíèè ïðîâå-

ñòè ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü äëÿ óêàçàííûõ ïîçèöèé è êàæäîé âûïîëíåí-

íîé ïðîâåðêå íà ÷åòíîñòü ñîïîñòàâèòü 0, à êàæäîé íå âûïîëíåííîé � 1,
à çàòåì çàïèñàòü ïîëó÷åííûå ÷èñëà â âèäå äâîè÷íîãî ÷èñëà (ò.å. ïåð-

âàÿ ïðîâåðêà íà ÷åòíîñòü � ìëàäøèé ðàçðÿä, âòîðàÿ ïðîâåðêà � âòîðîé

ñïðàâà, ïîñëåäíÿÿ ïðîâåðêà � ñòàðøèé ðàçðÿä ÷èñëà), òî îíî áóäåò ðàâíî

ñèíäðîìó îøèáêè, ò.å íîìåðó ïîçèöèè îøèáêè çàïèñàííîìó â äâîè÷íîé

ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ.

Çàêîäèðóåì ñîîáùåíèå 01101 ïîìåõîçàùèùåííûì êîäîì Õåììèíãà.

Äàííîå êîäîâîå ñëîâî ñîäåðæèò ïÿòü èí�îðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ ni = 5.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (82), ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñèìâî-
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ëîâ â êîäîâîì ñëîâå n = 9, ò.å. ïîòðåáóåòñÿ ÷åòûðå êîððåêòèðóþùèõ

ñèìâîëà.

Ñòðóêòóðà ïîìåõîçàùèùåííîãî êîäîâîãî ñëîâà áóäåò ñëåäóþùàÿ:

� ïîçèöèè 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Òèï ñèìâîëà ê ê è ê è è è ê è

Êîäîâûé ñèìâîë ? ? 0 ? 1 1 0 ? 1

1-àÿ ïðîâåðêà íà ÷åòíîñòü: ? + 0+ 1+ 0+ 1 áóäåò âûïîëíåíà, åñëè íà

ïåðâîé ïîçèöèè â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùåãî ñèìâîëà áóäåò ñòîÿòü 0.
2-àÿ ïðîâåðêà íà ÷åòíîñòü: ? + 0 + 1 + 0 áóäåò âûïîëíåíà, åñëè íà

âòîðîé ïîçèöèè â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùåãî ñèìâîëà áóäåò ñòîÿòü 1.
3-àÿ ïðîâåðêà íà ÷åòíîñòü: ? + 1 + 1 + 0 áóäåò âûïîëíåíà, åñëè íà

÷åòâåðòîé ïîçèöèè â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùåãî ñèìâîëà áóäåò ñòîÿòü 0.
4-àÿ ïðîâåðêà íà ÷åòíîñòü: ? + 1 áóäåò âûïîëíåíà, åñëè íà âîñüìîé

ïîçèöèè â êà÷åñòâå êîððåêòèðóþùåãî ñèìâîëà áóäåò ñòîÿòü 1.

Òàêèì îáðàçîì çàêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå áóäåò èìåòü âèä: 010011011.
Ïóñòü ïî êàíàëó ñâÿçè ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå 010001011. Îïðåäåëèì

åñòü â íåì åäèíè÷íàÿ îøèáêà èëè íåò. Ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-

âåðêè íà ÷åòíîñòü.

1-àÿ ïðîâåðêà: 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 1 íå âûïîëíåíà, ñîïîñòàâëÿåì åé 1;
2-àÿ ïðîâåðêà: 0 + 1 + 0 + 1 + 0 âûïîëíåíà, ñîïîñòàâëÿåì åé 0;

3-àÿ ïðîâåðêà: 0 + 0 + 1 + 0 íå âûïîëíåíà, ñîïîñòàâëÿåì åé 1;

4-àÿ ïðîâåðêà: 1 + 1 âûïîëíåíà, ñîïîñòàâëÿåì åé 0.
Çàïèñûâàåì ñèíäðîì îøèáêè 0101 � ýòî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñ-

ëà ïÿòü. Ñëåäîâàòåëüíî îøèáêà ïðîèçîøëà â ïÿòîé ïîçèöèè êîäîâîãî

ñëîâà. Ïðàâèëüíîå ñîîáùåíèå áóäåò 010011011.

Êîä Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî çàùèùåííûì êîäîì: ïîñëå êî-

äèðîâàíèÿ èí�îðìàöèîííûå è êîððåêòèðîâî÷íûå ñèìâîëû ñòàíîâÿòñÿ

ðàâíîïðàâíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ çàùèùåííîñòè îò ïîìåõ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Äëÿ êîäèðîâàíèÿ òîâàðîâ èñïîëüçóåòñÿ 13-çíà÷íûé êîä EAN. Íàé-

äèòå â ëèòåðàòóðå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïðîâåðêè êîíòðîëüíîé ñóììû.

2. Ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå 10111010001101, çàêîäèðîâàííîå ïðÿìîóãîëü-

íûì êîäîì 3x5. Îïðåäåëèòü äîïóùåíà ëè åäèíè÷íàÿ îøèáêà ïðè åãî

ïåðåäà÷å è, â ñëó÷àå îáíàðóæåíèÿ, èñïðàâèòü åå.
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3. Îïðåäåëèòü êîäîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè 001010101000

è 101100001011. Êàêîå êîëè÷åñòâî îøèáîê ìîæíî îáíàðóæèòü è èñïðà-

âèòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ êîäîâûõ ñëîâ äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé?

4. Çàêîäèðîâàòü ïîìåõîçàùèùåííûì êîäîì Õåììèíãà, ïîçâîëÿþùèì

îáíàðóæèâàòü è èñïðàâëÿòü åäèíè÷íóþ îøèáêó, ñëåäóþùèå ñîîáùåíèÿ:

à)10110, 6)000000, â) 11111111, ã) 101001101001111.

5. Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ñîîáùåíèÿ çàêîäèðîâàííîãî ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîìåõîçàùèùåííîãî êîäà Õåììèíãà è âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ñîîá-

ùåíèå: à) 01101010110, 6)0000000, â) 0010011101110, ã)111101001000110.
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Ëåêöèÿ 7. Îñíîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñèãíàëîâ

Êëàññè�èêàöèÿ ñèãíàëîâ

Ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íîñèòåëåì èí�îðìàöèè î ñîñòîÿíèè

èçó÷àåìîé ñèñòåìû, îí âîñïðèíèìàåòñÿ êàêèìè-ëèáî ÷åëîâå÷åñêèìè ÷óâ-

ñòâàìè èëè �èçè÷åñêèìè ïðèáîðàìè.

Îïðåäåëåíèå. Cèãíàëîì S(t) íàçûâàåòñÿ �èçè÷åñêèé ïðîöåññ, íåñó-

ùèé â ñåáå èí�îðìàöèþ â âèäå èçìåíåíèé ñâîèõ õàðàêòåðèñòèê âî âðå-

ìåíè.

Ýòè èçìåíåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü èçìåðÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèã-

íàëà, òàêèõ êàê ñèëà òîêà, íàïðÿæåíèå, ÷àñòîòà â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîãî

ñèãíàëà; ãðîìêîñòü, òîíàëüíîñòü äëÿ çâóêîâîãî ñèãíàëà è ò.ï.

Ïî ñòåïåíè ïîëíîòû àïðèîðíîé èí�îðìàöèè î ñèãíàëå ðàçëè÷àþò äå-

òåðìèíèðîâàííûå, ñëó÷àéíûå è êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëû. Ñèã-

íàë íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, åñëè îí ìîæåò áûòü çàäàí àíà-

ëèòè÷åñêè â âèäå îïðåäåëåííîé �óíêöèè âðåìåíè èëè äðóãèì ýêâèâà-

ëåíòíûì ñïîñîáîì. Ïðèìåðàìè äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ ìîãóò áûòü

ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ çàäàííîé ÷àñòîòîé, àìïëèòóäîé è �àçîé èëè

ñ çàäàííûìè àìïëèòóäíûìè è �àçîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè èõ ñïåêòðàëü-

íûõ ñîñòàâëÿþùèõ; èìïóëüñ èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ, �îðìà,

àìïëèòóäà è ïîëîæåíèå êîòîðûõ íà âðåìåííîé îñè èçâåñòíû. Äðóãèìè

ñëîâàìè, äåòåðìèíèðîâàííûé ñèãíàë, ýòî òàêîé ñèãíàë, âñå õàðàêòåðè-

ñòèêè êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè

êàê â ïðîøëîì, òàê è â áóäóùåì.

Äåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëû ïîäðàçäåëÿþò íà íåïðåðûâíûå è èì-

ïóëüñíûå. Íåïðåðûâíûì ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë S(t) ïðîäîëæàþùèéñÿ ïî

âðåìåíè îò t = −∞ äî t = +∞. Íà ïðàêòèêå ïîä íåïðåðûâíûì ñèãíà-

ëîì, ïîíèìàþò ñèãíàë ïðîäîëæàþùèéñÿ äîñòàòî÷íî äîëãî, ÷òîáû ìîæíî
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�èñ. 10. Ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë (ϕ0 6= 0).

áûëî ïðåíåáðå÷ü ý��åêòàìè ñâÿçàííûìè ñ âîçíèêíîâåíèåì è îêîí÷àíè-

åì ñèãíàëà. Íàèáîëåå âàæíûì êëàññîì íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè t ∈ [−∞,+∞] óñëîâèþ:

S(t) = S(t+mT ), (83)

ãäå m � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå T , ÷åðåç êîòîðîå

ñèãíàë ïîâòîðÿåòñÿ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì êîëåáàíèé. Ïðèìåðîì ïåðè-

îäè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ðèñ. 10) ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ:

S(t) = A cos(
2π

T
t+ ϕ0) = A cos(ω0t+ ϕ0), (84)

ãäå ÷åðåç A, ω0, ϕ0, îáîçíà÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðû ñèãíàëà �

àìïëèòóäà, óãëîâàÿ ÷àñòîòà è íà÷àëüíàÿ �àçà êîëåáàíèÿ. Â ñèñòåìàõ

èçìåðèòåëüíîé òåõíèêè, ðåãóëèðîâàíèÿ è àâòîìàòèêè âàæíîå çíà÷åíèå

èìåþò íåïðåðûâíûå ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû (ðèñ. 11). Îíè íàèáî-

ëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè è ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì

èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû, ÷àñòîòû èëè íà÷àëüíîé �àçû ãàðìîíè÷åñêîãî êî-

ëåáàíèÿ ïî íåêîòîðîìó áîëåå ìåäëåííîìó (ïî ñðàâíåíèþ ñ ω0t) çàêîíó.

Êîëåáàíèÿ Ω, çàäàþùèå çàêîí èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû, ÷àñòîòû èëè �à-

çû íàçûâàþò â ýòîì ñëó÷àå óïðàâëÿþùèìè, à èñõîäíîå âûñîêî÷àñòîòíîå

ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå � íåñóùèì.

Èìïóëüñíûì íàçûâàþò ñèãíàë, îòëè÷íûé îò íóëÿ â òå÷åíèå êî-

íå÷íîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Èìïóëüñíûå ñèãíàëû (ðèñ. 12) ìîãóò áûòü

îäèíî÷íûìè (íåïåðèîäè÷åñêèìè) èëè ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òåîðåòè÷åñêè

áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïåðèîäè÷åñêóþ èëè íåïåðèîäè÷åñêóþ)

îòäåëüíûõ, ðàçäåëåííûõ ïî âðåìåíè èìïóëüñîâ.
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�èñ. 11. Àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ ñèãíàëà.

�èñ. 12. Ïðèìåðû èìïóëüñíûõ ñèãíàëîâ
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�èñ. 13. �åàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà

Ñèãíàë, çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî â ëþáîé ìî-

ìåíò âðåìåíè íåïðåäñêàçóåìû ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ íàçûâàåòñÿ ñëó-

÷àéíûì ñèãíàëîì . Ïðèìåðàìè ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ ìîãóò áûòü ðàäèî-

èìïóëüñû, ïàðàìåòðû êîòîðûõ çàâèñÿò îò ìåíÿþùèõñÿ óñëîâèé ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ, ñèãíàëû ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åëîâå÷åñêîé ðå÷è, ìóçûêå, ðàç-

ëè÷íûå âèäû ýëåêòðî�èçèîëîãè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, ðàçëè÷íûå ïîìåõè è

ò.ï. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé èí�îðìàöèè ëþáîé ñèãíàë äîëæåí

ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê ñëó÷àéíûé, òàê êàê çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äåòåð-

ìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà ïðåäñêàçóåìû äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îäèí è òîò æå ñèãíàë ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê

äåòåðìèíèðîâàííûé äëÿ íàáëþäàòåëÿ, çíàþùåãî çàêîí åãî èçìåíåíèÿ, è

ñëó÷àéíûì äëÿ äðóãîãî.

Îòäåëüíûå ñèãíàëû Si(t), ïîëó÷àåìûå îò èñòî÷íèêà ñèãíàëîâ çà îïðå-

äåëåííûé �èêñèðîâàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íàçûâàþòñÿ ðåàëèçà-

öèÿìè ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà (ðèñ. 13). Âèä êàæäîé ðåàëèçàöèè çàðàíåå

íåèçâåñòåí è åå íåëüçÿ îïèñàòü àíàëèòèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì. Îäíàêî,

ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîëó÷åííûõ ðåàëèçàöèé Si(t), ïðèíàäëåæàùèõ åäèíî-
ìó èñòî÷íèêó, áóäåò îáëàäàòü îïðåäåëåííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè, êîòîðûå ñîäåðæàò âñþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõ èñòî÷íèêà

ñèãíàëîâ.

Ñëó÷àéíûå ñèãíàëû, ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü �óíê-

öèÿìè çàäàííîãî âèäà, íî ñîäåðæàùèìè îäèí èëè íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ

ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ α, β, . . ., íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè íàçûâàþòñÿ

êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûìè ñèãíàëàìè. �åàëèçàöèè òàêîãî ñèãíàëà

ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå Si(t) = S(t, αi, βi, . . .) è ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ αi, βi, . . . . Êâàçèäåòåðìèíè-
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ðîâàííûå ñèãíàëû íàçûâàþò òàêæå ñèãíàëàìè çàäàííîé �îðìû ñî ñëó-

÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

Â ëþáîé ðåàëüíîé ñèñòåìå íàðÿäó ñ ïîëåçíûìè ñèãíàëàìè íåîáõîäè-

ìî ó÷èòûâàòü �øóìû� èëè �ïîìåõè� � ñèãíàëû, ìåøàþùèå íàáëþäåíèþ

ïîëåçíûõ ñèãíàëîâ è èçìåíÿþùèå âèä èñõîäíûõ ñèãíàëîâ. Ïî õàðàêòåðó

äåéñòâèÿ èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâ-

íûå ïîìåõè. Ïðè äåéñòâèè àääèòèâíîé ïîìåõè ïðîèñõîäèò ñóììèðîâà-

íèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà è ïîìåõè, à ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîé � ðåçóëüòè-

ðóþùèé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëåçíîãî ñèãíàëà

è ïîìåõè.

Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ ïðè îáðàáîòêå ñèãíàëà, ñèã-

íàë èëè åãî ïàðàìåòðû ìîãóò âûñòóïàòü:

1. êàê ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, êîãäà òðåáóåòñÿ îöåíèòü ñàì �àêò íàëè÷èÿ

èëè îòñóòñòâèÿ ñèãíàëà � â çàäà÷å îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëîâ;

2. êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîãäà òðåáóåòñÿ îöåíèòü çíà÷åíèå ïàðàìåò-

ðà êâàçèäåòåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà � â çàäà÷å îöåíêè ïàðàìåòðîâ

ñèãíàëà;

3. êàê ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ (ñëó÷àéíûé ïðîöåññ), êîãäà òðåáóåòñÿ îöå-

íèòü ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà èëè ñëó÷àéíî èçìåíÿþùåãîñÿ

ïàðàìåòðà ñèãíàëà � â çàäà÷å �èëüòðàöèè ñèãíàëà.

�àçëîæåíèå ñèãíàëà ïî ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíûõ �óíê-

öèé

Ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë S(t), ñíèìàåìûé ñ áèîñèñòåìû, ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëîæíîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè, àíàëèçèðîâàòü êî-

òîðóþ áûâàåò äîñòàòî÷íî òðóäíî. Óäîáíûì ñïîñîáîì àíàëèçà è îáðàáîò-

êè ñèãíàëà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ åãî çàïèñü â âèäå êîìáèíàöèè ïðîñòûõ

ñîñòàâëÿþùèõ èëè ïóòåì çàäàíèÿ èçâåñòíûõ �óíêöèé φi, i = 0, 1, 2, . . .
è ÷èñëîâûõ êîý��èöèåíòîâ αi òàê, ÷òîáû ñèãíàë ìîã áûòü ïðåäñòàâëåí

èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé:

S(t) = α0φ0 + α1φ1 + . . .+ αiφi + . . . =

N∑

i=0

αiφi(t). (85)
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Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ N â ñóììå ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì. Åñëè

�óíêöèè φi ïîäîáðàíû äîñòàòî÷íî õîðîøî, òî àíàëèç è îöåíêà õàðàê-

òåðèñòèê ñèãíàëà S(t) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

Íàèáîëåå óäîáíî â êà÷åñòâå íàáîðà �óíêöèé ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû

îðòîíîðìèðîâàííûõ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé �óíêöèé íà îòðåçêå (t1, t2),

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíûõ �óíêöèé {φ0, φ1, φ2, . . . , φn, . . .}
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

t2∫

t1

φn(t)φm(t)dt = 0, ïðè n 6= m. (86)

Ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

t2∫

t1

φ2
i (t)dt = 1, i = 0, 1, 2, . . . (87)

îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé (îð-

òîíîðìàëüíîé).

Åñëè ñèñòåìà �óíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, òî åå âñåãäà

ìîæíî íîðìèðîâàòü, óìíîæèâ �óíêöèè φi íà ìíîæèòåëè âèäà

1√
φ2
i (t)

, ãäå φ2
i (t) =

t2∫

t1

φ2
i (t)dt. (88)

Ñâîéñòâà ñèãíàëà S(t), ðàçëîæåííîãî ïî ñèñòåìå îðòîíîðìèðîâàííûõ

�óíêöèé {φi} áóäóò ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû, åñëè áóäóò èçâåñòíû çíà÷å-

íèÿ êîý��èöèåíòîâ αi. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè êîý��èöèåíòû íóæíî âûáè-

ðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëàãàåìûõ ðàçëè÷èå △

ìåæäó ñèãíàëîì S(t) è ïðåäñòàâëåíèåì åãî â âèäå ñóììû ðÿäà ñòàíîâè-

ëàñü áåñêîíå÷íî ìàëûì:

△= lim
N→∞

[S(t)−
N∑

i=0

αiφi(t)]
2 → 0. (89)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ αi, îáåñïå÷èâàþùèõ ìèíèìóì âûðà-

æåíèÿ (89), íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂ △ /∂αi ê
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íóëþ è ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî αi. Èñ-

ïîëüçîâàíèå ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà

S(t)óäîáíî òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ αi íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî

ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ (85) íà φn(t) è ïðîèí-
òåãðèðóåì â ïðåäåëàõ t1, t2:

t2∫

t1

φn(t)S(t)dt =

t2∫

t1

φn(t)

N∑

i=0

αiφi(t)dt. (90)

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âñå ñëàãàåìûå âèäà:

t2∫
t1

αnφn(t)φi(t)dt,

ïðè i 6= n îáðàùàþòñÿ â íóëü â ñèëó óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè. Ïîýòîìó

â ïðàâîé ÷àñòè îñòàíåòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå:

t2∫

t1

S(t)φn(t)dt =

t2∫

t1

αnφn(t)φn(t)dt. (91)

Ïîñêîëüêó äàííîå âûðàæåíèå ñïðàâäëèâî äëÿ ëþáîãî n, òî îáùàÿ �îð-
ìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ αi çàïèøåòñÿ â âèäå:

αi =
1

φ2
i (t)

t2∫

t1

S(t)φi(t)dt (92)

èëè äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû �óíêöèé:

αi =

t2∫

t1

S(t)φi(t)dt. (93)

�ÿä âèäà (85), êîý��èöåíòû αi êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

(92), íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðÿäîì Ôóðüå ïî ñèñòåìå �óíêöèé φi(t).
Âûáîð íàèáîëåå ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé çà-

âèñèò îò çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò ñâîäèòüñÿ ê ñëåäóþùèì:

1. Òî÷íîå ðàçëîæåíèå ñèãíàëà S(t) íà ïðîñòåéøèå �óíêöèè.

2. Àïïðîêñèìàöèÿ ñèãíàëà, ò.å. ñâåäåíèå ê ìèíèìóìó ÷èñëà N ÷ëåíîâ

ðÿäà ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè.
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Äëÿ àíàëèçà ñëîæíûõ ñèãíàëîâ, ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ÷ëåíîâ

ðÿäà ðàçëîæåíèÿ, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû òåõ-

íè÷åñêîé ðåàëèçàöèè è îáðàáîòêè, èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû ñïåöèàëü-

íûõ �óíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà âñåé ÷èñëîâîé

îñè èëè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. �àññìîòðèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ

íàáîðîâ îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé.

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn(t) îðòîãîíàëüíû íà

îòðåçêå [−1, 1] è ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ïîðîæäàþùåãî âûðàæå-

íèÿ:

Pn(t) =
1

2nn!

d(n)

dt(n)
(t2 − 1)n (94)

èëè ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå:

nPn(t) = (2n−1)Pn−1(t)−(n−1)Pn−2(t), P0(t) = 1, P1(t) = t. (95)

Ïîëèíîìû ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïîðÿäêîâ èìåþò âèä:

P0(t) =1, P1(t) = t,

P2(t) =
1

2
(3t2 − 1),

P3(t) =
1

4
(5t3 − 3t),

P4(t) =
1

8
(35t4 − 30t2 + 3).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíû íà ïðîìå-

æóòêå [−1, 1], èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ íà
ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, ò.ê. ïðîèçâîëüíûé âðåìåí-

íîé èíòåðâàë âñåãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê èíòåðâàëó [-1,1℄ïóòåì

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñøòàáà ïî îñè âðåìåíè.

Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà èìåþò âèä:

t2∫

t1

Pn(t)Pm(t)dt =

{
0, åñëè n 6= m,

2
2n+1, åñëè n = m.

Ñëåäîâàòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííûìè áóäóò ÿâëÿòüñÿ �óíêöèè

φn(t) =

√
2n+ 1

2
Pn(t). (96)

93



Ïîëèíîìû ×åáûøåâà. Ïîëèíîìû ×åáûøåâà îïðåäåëÿþòñÿ ïîðîæäà-

þùèì óðàâíåíèåì

Tn(t) =
(−2)nn!

(2n)!

√
1− t2

d(n)

dt(n)

(√
1− t2

)2n−1

(97)

èëè ïî ðåêóðåíòíîé �îðìóëå:

Tn+1(t) = 2tTn(t)− Tn−1(t), T0(t) = 1, T1(t) = t n ≥ 1. (98)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëèíîìû ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïîðÿäêîâ èìå-

þò âèä:

T0(t) =1, T1(t) = t,

T2(t) =2t2 − 1, T3(t) = 4t3 − 4t,

T4(t) =8t4 − 8t2 + 1.

Ïîëèíîìû ×åáûøåâà ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè �óíêöèÿìè ñ âå-

ñîì: (1 − t2)−1/2
, ò.å. óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñëå-

äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

t2∫

t1

1√
1− t2

Tn(t)Tm(t)dt =






0, m 6= n;
π
2 , m = n 6= 0;
π,m = n = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé íà îò-

ðåçêå [−1, 1], èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð �óíêöèé:

φ0 =
1√
π

1
4
√
1− t2

,

φn(t) =

√
2

π

Tn(t)
4
√
1− t2

, n = 1, 2, . . . .

(99)

Ïîëèíîìû Ëàãåððà. Ïîëèíîìû Ëàãåððà îïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå [0,∞]
è ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

Ln(t) = (−1)net
d(n)

dt(n)
(tne−t) (100)

èëè ðåêóðåíòíîé �îðìóëû

Ln+1(t) = (t−2n−1)Ln(t)−n2Ln−1(t), L0(t) = 1, L1(t) = t−1 n ≥ 1..
(101)
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Íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ñàìîñòî-

ÿòåëüíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïîëèíîìû Ëàãåððà îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì e−t
:

t2∫

t1

e−tLn(t)Lm(t)dt =

{
0, m 6= n;
(n!)2, m = n.

Ïîýòîìó îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà �óíêöèé íà èíòåðâàëå [0,∞]
èìååò âèä:

φn(t) =
1

n!
e−t/2Ln(t), n = 0, 1, 2, . . . . (102)

Ôóíêöèè Ëàãåððà èãðàþò îñîáóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ, ïîñêîëüêó

îíè ìîãóò áûòü ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçîâàíû, êàê èìïóëüñíûå ðåàêöèè

ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ýëåêòðîííûõ öåïåé.

Ôóíêöèè Óîëøà. Ôóíêöèè Óîëøà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâíûå

ïðÿìîóãîëüíûå êîëåáàíèÿ, ïðèíèìàþùèå òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: +1
èëè −1. Áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå èõ ãåíåðèðîâàíèÿ (îíè ìîãóò áûòü ïî-

ëó÷åíû ñ ïîìîùüþ äâîè÷íûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ), ïðåîáðàçîâà-

íèÿ è óäîáñòâó âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ, ýòè �óíêöèè øèðîêî èñïîëü-

çóþòñÿ äëÿ àíàëèçà è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ñâåäåííûå âìåñòå è ïðî-

íóìåðîâàííûå �óíêöèè Óîëøà ðàçíûõ ïîðÿäêîâ îáðàçóþò ñèñòå-

ìó �óíêöèé. Íóìåðàöèÿ �óíêöèé èëè èõ óïîðÿäî÷èâàíèå ìîæåò

îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, â çàâèñèìîñòè îò êîòîðûõ

ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷íûå ñèñòåìû �óíêöèé Óîëøà. Íà ðèñóíêå 14 èçîá-

ðàæåíû �óíêöèè Óîëøà ïðîíóìåðîâàííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëè-

÷åñòâîì ïåðåìåí çíàêà íà èíòåðâàëå 0 < t < 1. Óäîáíûì ñïîñîáîì

ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåì ýòèõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèå èõ â âè-

äå êâàäðàòíûõ ìàòðèö, â êîòîðûõ êàæäàÿ ñòðîêà � ýòî �óíêöèÿ

Óîëøà, ïðè÷åì äëÿ ïðîñòîòû âìåñòî çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ +1 èëè

−1, çàïèñûâàþò òîëüêî èõ çíàêè + èëè −. Äëÿ �óíêöèé ïðåäñòàâ-
ëåííûõ íà ðèñóíêå 14 ìàòðè÷íàÿ çàïèñü èìååò âèä:

W4 =




+ + + +

+ + − −
+ − − +

+ − + −


 . (103)

Ìàòðèöà W ñîäåðæèò â ëþáîé ñòðîêå, êðîìå ïåðâîé, ðàâíîå ÷èñ-

ëî çíàêîâ + è −, è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Ñóùåñòâóþò
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�èñ. 14. Ôóíêöèè Óîëøà

è äðóãèå ïðèíöèïû óïîðÿäî÷èâàíèÿ ñèñòåì �óíêöèé Óîëøà. Íà-

ïðèìåð, ñèñòåìà Óîëøà-Àäàìàðà, â êîòîðîé ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà

Àäàìàðà äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà èìååò âèä H1 = (+). Äëÿ äâóõ è ÷å-

òûðåõ áàçèñíûõ �óíêöèé ìàòðèöà Àäàìàðà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

H2 =

(
H1 H1

H1 −H1

)
=

(
+ +
+ −

)
,

H4 =

(
H2 H2

H2 −H2

)
=




+ + + +
+ − + −
+ + − −
+ − − +


 .

Â îáùåì ñëó÷àå:

HN =

(
HN−1 HN−1

HN−1 −HN−1

)
, N = 2n. (104)

Ñèñòåìû óïîðÿäî÷èâàíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé Óîëøà è Óîëøà-Àäàìàðà

îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíà äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ â ðÿä Óîëøà-

Ôóðüå.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè. �àçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà

ïî ñèñòåìàì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé (ãàðìîíè÷åñêèé àíà-

ëèç ñèãíàëîâ) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ýëåêòðîòåõíèêå â ñèëó òîãî,

÷òî
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• ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé �óíêöèåé âðå-

ìåíè, ñîõðàíÿþùåé ñâîþ �îðìó ïðè ïðîõîæäåíèè êîëåáàíèÿ

÷åðåç ëþáóþ ëèíåéíóþ öåïü: ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ëèøü àìïëè-

òóäà è �àçà êîëåáàíèÿ;

• äëÿ àíàëèçà ýëåêòè÷åñêèõ öåïåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèìâîëè-

÷åñêèé ìåòîä;

• ãåíåðèðîâàíèå ñèíóñîèäàëüíûõ è êîñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé

íå ïðåäñòàâëÿåò òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé.

Ñèñòåìà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé φi ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé íà

îòðåçêå [−T
2 ,+

T
2 ],

φ0 =
1√
T

φ1 =

√
2

T
sin(ω1t), φ2 =

√
2

T
cos(ω1t),

φ3 =

√
2

T
sin(2ω1t), φ4 =

√
2

T
cos(2ω1t),

. . . . . .

(105)

ãäå T � ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà, ω1 = 2π/T � îñíîâíàÿ ÷àñòîòà,

à êðàòíûå åé ÷àñòîòû ωn = nω1 � âûñøèå ãàðìîíèêè.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ïî÷åìó äåòåðìèíèðîâàíûå ñèãíàëû íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îïè-

ñàíèÿ ïîìåõ â ñèñòåìàõ ñâÿçè?

2. Â ÷åì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äåòåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà îò

ñëó÷àéíîãî?

3. Â ÷åì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå àääèòèâíûõ ïîìåõ îò ìóëüòèïëè-

êàòèâíûõ ?

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû �óíêöèé.

5. Ïî÷åìó ïðè ðàçëîæåíèè ñèãíàëîâ èñïîëüçóþò ñèñòåìû îðòîãîíàëü-

íûõ �óíêöèé?

4. Âû÷èñëèòå ÷åòûðå ïåðâûõ ïîëèíîìà Ëàãåððà.

6. Â ÷åì ïðåèìóùåñòâà ïðèìåíåíèÿ �óíêöèé Óîëøà ïåðåä äðóãèìè

ñèñòåìàìè îðòîãîíàëüíûõ �óíêöèé?
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Ëåêöèÿ 8. Àíàëèç

äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ

�àðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. �ÿä

Ôóðüå

Ïóñòü S(t) � ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë ïðîèçâîëüíîé �îðìû  ïåðèîäîì

T . Âðåìåííîé äèàïàçîí [0, T ], ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðèîäó ñèãíàëà, óäîáíî

ïðåäñòàâëÿòü â ñèììåòðè÷íîì âèäå [−T/2, T/2].

Îïðåäåëåíèå. �ÿäîì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî

ñèãíàëà S(t) ïî ñèñòåìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé (105):

S(t) =
a0
2
+

∞∑

n=1

[an cos(nω1t) + bn sin(nω1t)], (106)

êîý��èöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

a0
2

=
1

T

T/2∫

−T/2

S(t)dt,

an =
2

T

T/2∫

−T/2

S(t) cos(nω1t)dt,

bn =
2

T

T/2∫

−T/2

S(t) sin(nω1t)dt.

(107)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî ðÿä Ôóðüå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

S(t) =
a0
2

+
∞∑

n=1

An cos(nω1t+ ϕn), (108)
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ãäå

An =
√
a2n + b2n, ϕn = arctg

bn
an

. (109)

Ôîðìóëû (106) è (108) ïðåäñòàâëÿþò ïðîèçâîëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå êî-

ëåáàíèå S(t) â âèäå ñóììû ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé a0/2 è êîñèíóñîè-

äàëüíûõ è ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé ñ àìïëèòóäàìè an è bn; ëèáî òîëü-
êî êîñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé ñ àìïëèòóäàìè An è �àçàìè ϕn. Ïðè-

÷åì, åñëè ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé îòíîñèòåëüíî âðåìåíè, ò.å.

S(−t) = S(t), òî â ðàçëîæåíèè (106) îñòàþòñÿ òîëüêî êîñèíóñîèäàëüíûå

÷ëåíû, åñëè �óíêöèÿ ñèãíàëà íå÷åòíàÿ S(−t) = −S(t), òî ðÿä áóäåò

ñîñòîÿòü òîëüêî èç ñèíóñîèäàëüíûõ ÷ëåíîâ.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò çàïèñü äëÿ ðÿäà Ôóðüå â êîìïëåêñíîé �îð-

ìå. Óäîáñòâî òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäà Ôóðüå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî

èìååòñÿ ìîùíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò (îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå),

ïîçâîëÿþùèé ñ ïîìîùüþ �îðìàëèçîâàííûõ ìåòîäîâ àíàëèçèðîâàòü è

èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ñèãíàëà.

Äëÿ çàïèñè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé â êîìïëåêñíîì âèäå âîñ-

ïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ýéëåðà

ejx = cos(x) + j sin(x), (110)

ãäå j =
√
−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà. Òîãäà

cos(x) =
1

2
(ejx + e−jx), sin(x) =

1

2
(ejx − e−jx). (111)

Åñëè â �îðìóëå (108) îáîçíà÷èòü x = nω1t + ϕn è Ȧn = Ane
jϕn

, òî ðÿä

Ôóðüå çàïèøåòñÿ â âèäå:

S(t) =
1

2

∞∑

−∞
Ȧne

jnω1t. (112)

Âåëè÷èíà Ȧn íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé n-îé ãàðìîíèêè

è ñîäåðæèò äàííûå îá àìïëèòóäå è íà÷àëüíîé �àçå ýòîé ãàðìîíèêè. Îíà

âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ÷åðåç S(t):

Ȧn =
2

T

T/2∫

−T/2

S(t)e−jnω1tdt, (113)

ãäå n ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

�Îòðèöàòåëüíûå� ÷àñòîòû èìåþò �îðìàëüíûé õàðàêòåð è îáóñëîâëåíû
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�èñ. 15. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà.

ïðèìåíåíèåì êîìïëåêñíîé �îðìû çàïèñè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâè-

òåëüíîé �óíêöèè âðåìåíè. Ïóòåì ïåðåõîäà ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îð-

ìå çàïèñè âñåãäà ìîæíî îò íèõ îñâîáîäèòüñÿ. Âûðàæåíèÿ (112) è (113)

íàçûâàþòñÿ ïðÿìûì è îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ñïåêòðà ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà

äàþò åãî ÷àñòîòíàÿ è �àçîâàÿ õàðàêòåðèñòèêè. Àìïëèòóäíî-÷àñ-

òîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèãíàëà íàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îò

÷àñòîòû, à çàâèñèìîñòü �àçû ñèãíàëà îò àìïëèòóäû íàçûâàåòñÿ åãî �à-

çîâîé õàðàêòåðèñòèêîé. �ðà�è÷åñêè ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïåðèîäè-

÷åñêîãî ñèãíàëà+ (ðèñ. 15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä ðàâíîîòñòîÿùèõ ëè-

íèé, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè îäíîé ãàðìîíèêè äðóã îò äðóãà. Ïîäîáíûé

ñïåêòð íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷àòûì èëè äèñêðåòíûì, ÷àñòîòû âñåõ ñîñòàâ-

ëÿþùèõ ñèãíàëà èçìåíÿþòñÿ äèñêðåòíî è ïðîïîðöèîíàëüíû îñíîâíîé

÷àñòîòå ω1. Âûñîòà ëèíèè (çíà÷åíèå îðäèíàòû) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíè-

åì àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùåé ãàðìîíèêè. Íàëè÷èå â ñïåêòðå ïîñòî-

ÿííîé ñîñòàâëÿþùåé a0/2 ýêâèâàëåíòíî êîëåáàíèþ ñ íóëåâîé ÷àñòîòîé.

Ïîñòðîåíèå ÷àñòîòíûõ è �àçîâûõ õàðàêòåðèñòèê øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è àíàëèçà ñèãíàëîâ.

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåêîòîðûõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ âè-

äîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (ðèñ. 16) è èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå.

Ìåàíäð. �ðà�èê ñèãíàëà èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 16-A, à ñïåêòð ñèãíàëà

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

S(t) =
4E

π
[sin(ω1t) +

1

3
sin(3ω1t) +

1

5
sin(5ω1t) + . . .]. (114)
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�èñ. 16. Ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû. À � ìåàíäð, Â � ïèëîîáðàçíûé, Ñ � óíèïîëÿðíûé

òðåóãîëüíèê êîëåáàíèé

Ïèëîîáðàçíûé ñèãíàë. �èñóíîê 16-Â.

S(t) =
2E

π
[sin(ω1t)−

1

2
sin(2ω1t) +

1

3
sin(3ω1t)−

1

4
sin(4ω1t) + . . .].

(115)

Óíèïîëÿðíûé òðåóãîëüíèê êîëåáàíèé. �èñóíîê 16-Ñ.

S(t) =
E

π

[
π

2
− 4

π
cos(ω1t) +

1

32
cos(3ω1t) +

1

52
cos(5ω1t) + . . .

]
.

(116)

�àðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ

�àññìîòðåííûé âûøå ïîäõîä ê ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ñèãíàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ àíàëèçà íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèã-

íàëîâ. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé íåïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë S(t) îòëè÷íûé
îò íóëÿ íà ïðîìåæóòêå (t1, t2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü åãî â âèäå ðÿäà

Ôóðüå, íóæíî ìûñëåííî ïðåäñòàâèòü ýòîò ñèãíàë ïîâòîðÿþùèìñÿ ñ ïåðè-

îäîì T (ðèñ. 17), áîëüøèì èëè ðàâíûì èíòåðâàëó (t1, t2). Îïðåäåëåííûé
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�èñ. 17. Ïðåäñòàâëåíèå íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà â âèäå ïåðèîäè÷åñêîãî

òàêèì îáðàçîì ñèãíàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïåðèîäè÷åñêèé ñ ïåðè-

îäîì T íà èíòåðâàëå t (−∞,∞) è ê íåìó ïðèìåíèìû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå (112) è (113):

S(t) =
1

2

∞∑

−∞
Ȧne

jnω1t, 0 ≤ t ≤ T, (117)

Ȧn =
2

T

t2∫

t1

S(t)e−jnω1tdt. (118)

Ïîäñòàâèì (118) â (117):

S(t) =
1

2

∞∑

−∞

t2∫

t1

S(t)e−jnω1tdtejnω1t
ω1

π
. (119)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

2

T
=

ω1

π
.

×òîáû ïåðåéòè ê íåïåðèîäè÷åñêîìó ñèãíàëó, íåîáõîäèìî T óñòðåìèòü ê

áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì â ïðåäåëå ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íîìàëûå àìïëèòó-

äû ãàðìîíèê (118), ñóììà êîòîðûõ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èñõîäíûé íåïå-

ðèîäè÷åñêèé ñèãíàë S(t) íà ïðîìåæóòêå (t1, t2). ×èñëî ãàðìîíèê áóäåò

áåñêîíå÷íî áîëüøèì, òàê êàê ïðè T → ∞, ω1 → 0. Òàêèì îáðàçîì ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó îòäåëüíûìè ñïåêòðàëüíûìè ëèíèÿìè ñòàíîâèòñÿ áåñêî-

íå÷íî ìàëûì, à ñïåêòð íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà � ñïëîøíûì. Ïîýòîìó

â (119) ìîæíî îò ñóììû ïåðåéòè ê èíòåãðàëó

S(t) =
1

2π

∞∫

−∞

ejωt




t2∫

t1

S(t)e−jωtdt


 dω. (120)
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Âûðàæåíèå (120) íàçûâàþò äâîéíûì èíòåãðàëîì Ôóðüå, à âíóòðåí-

íèé èíòåãðàë, ÿâëÿþùèéñÿ �óíêöèåé ω:

S(ω) =

t2∫

t1

S(t)e−jωtdt (121)

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ èëè ñïåêòðàëüíîé õàðàêòå-

ðèñòèêîé ñèãíàëà S(t). Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæ-

íî ðàñïðîñòðàíèòü äî áåñêîíå÷íîñòè, ò.ê. âíå ïðîìåæóòêà (t1, t2) ñèãíàë
S(t) ðàâåí íóëþ:

S(ω) =

∞∫

−∞

S(t)e−jωtdt (122)

S(t) =
1

2π

∞∫

−∞

S(ω)e−jωtdω. (123)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðÿìûì è îáðàòíûì ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè Ôóðüå ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî èçâåñòíîé �óíêöèè S(t), êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ñèãíàë, ñ ïîìîùüþ
ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü �óíêöèþ

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè S(ω) è, íàîáîðîò, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïî åãî ñïåêòðàëü-

íûì õàðàêòåðèñòèêàì.

Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ

Â çàäà÷àõ àíàëèçà ñèãíàëîâ áûâàåò âàæíî çíàòü íå òîëüêî åãî ñïåê-

òðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, íî è èìåòü ïðåäñòàâëåíèå î ñêîðîñòè èçìå-

íåíèÿ ñèãíàëà âî âðåìåíè. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè, ïîçâîëÿþùåé

èññëåäîâàòü ïîäîáíûå ñâîéñòâà ñèãíàëà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êîððåëÿ-

öèîííàÿ �óíêöèÿ ñèãíàëà (èëè àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ). Îíà

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

RS(τ) =

∞∫

−∞

S(t)S(t+ τ)dt. (124)

Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà τ , âûðàæàþùåãî îòíî-
ñèòåëüíîå ñìåùåíèå êîëåáàíèé S(t) è S(t + τ) è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü
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�èñ. 18. Âèä êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà

ñâÿçè ñèãíàëà ñî ñâîåé êîïèåé, ñäâèíóòîé íà âåëè÷èíó τ ïî îñè âðå-

ìåíè. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ RS(τ) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè τ = 0,
ò.ê. ëþáîé ñèãíàë êîððåëèðîâàí ñ ñàìèì ñîáîé. Íà ðèñóíêå 18 ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíî ïîñòðîåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî

èìïóëüñà äëèòåëüíîñòüþ t2 − t1.

Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè,

• Ôóíêöèÿ RS(τ) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè τ = 0, êîòî-

ðîå ðàâíî ýíåðãèè ñèãíàëà.

RS(0) =

∞∫

−∞

S(t)2dt = E. (125)

• Äëÿ ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ îãðàíè÷åííûõ ïî ýíåðãèè è äëèòåëüíîñòè

RS(τ) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, íî íå îáÿçàòåëüíî ìîíîòîííîé �óíêöè-
åé (íàïðèìåð, äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ îíà èìååò ïåðèîäè÷åñêèé

õàðàêòåð).

• Äëÿ ñèãíàëîâ äëèòåëüíîñòè τ0 êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ òîæäåñòâåí-

íî ðàâíà íóëþ çà ïðåäåëàìè îòðåçêà ∆τ = 2τ0.

• Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñèììåòðè÷íà: RS(−τ) = RS(τ).

• Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ, êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ èìååò íåïðå-

ðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, êîòîðàÿ ïðè τ = 0 îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

RS(τ) =
1

2π

∞∫

−∞

S2(ω)e−jωτdω, (126)

S2(ω) =

∞∫

−∞

RS(τ)e
jωτdτ. (127)

Âèäíî, ÷òî ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè äàåò

ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè, à ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè � êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷åì øèðå ñïåêòð ñèãíàëà S(ω), òåì ìåíüøå

èíòåðâàë êîððåëÿöèè τ , â ïðåäåëàõ êîòîðîãî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ

îòëè÷íà îò íóëÿ è, íàîáîðîò, ÷åì áîëüøå èíòåðâàë êîððåëÿöèè, òåì óæå

ñïåêòð ñèãíàëà. Ôóíêöèÿ RS(τ) íå çàâèñèò òàêæå îò �àçîâûõ ñîîòíîøå-
íèé â ñèãíàëå è ðàçëè÷íûì ïî �îðìå ñèãíàëàì èìåþùèì îäèíàêîâûé

àìïëèòóäíûé ñïåêòð, áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèíàêîâûå êîððåëÿöèîí-

íûå �óíêöèè.

�àçëîæåíèå ñèãíàëà â ðÿä Êîòåëüíèêîâà

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíîé òåõíèêè äëÿ õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè íåïðå-

ðûâíûõ ñèãíàëîâ òðåáóåò ïðåäñòàâëåíèÿ èõ â öè�ðîâîì âèäå, ò.å. íåïðå-

ðûâíûé ñèãíàë òðåáóåòñÿ çàìåíèòü íàáîðîì îòñ÷åòîâ, âçÿòûõ ÷åðåç îïðå-

äåëåííûå, îáû÷íî ðàâíûå, ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Âûáîð èíòåðâàëîâ îò-

ñ÷åòîâ èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ èñõîäíîãî íåïðå-

ðûâíîãî ñèãíàëà è âîçìîæíîñòè åãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî èçìåðåííûì çíà-

÷åíèÿì.

Îïðåäåëåíèå. �ÿäîì Êîòåëüíèêîâà íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå ñèã-

íàëà S(t), çàäàííîãî íà èíòåðâàëå (−∞,∞) â ðÿä ïî ñèñòåìå �óíêöèé

âèäà:

φn(t) =
sin(nt)

nt
(128)

Òàêîå ðàçëîæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèãíàëîâ ñ îãðàíè÷åííûì

ñïåêòðîì, ò.å. ñèãíàëîâ, �óíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ êîòîðûõ

ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò [−ω0, ω0].
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Ïóñòü èìååòñÿ ñèãíàë

S(t) =
1

2π

∞∫

−∞

S(ω)e−jωtdω, (129)

ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîãî S(ω) = 0 ïðè ω /∈ [−ω0, ω0]:

S(ω) =

∞∫

−∞

S(t)e−jωtdt =

ω0∫

−ω0

S(t)e−jωtdt. (130)

�àçëîæèì ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü S(ω) â ðÿä Ôóðüå, ïðè÷åì ïåðèîäîì

ðàçëàãàåìîé �óíêöèè áóäåò âåëè÷èíà 2ω0:

S(ω) =
1

2

∞∑

n=−∞
Ȧne

jn 2π
ω0 , (131)

ãäå

Ȧn =
1

ω0

ω0∫

−ω0

S(ω)e−jn 2π
ω0

ωdω. (132)

Ñðàâíèâàÿ (130) è (132) ìîæíî çàïèñàòü:

Ȧn =
2π

ω0
· S
(
−n

π

ω0

)
= 2∆tS(−n∆t), ãäå ∆t =

π

ω0
. (133)

Ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä:

S(ω) = ∆t

∞∑

n=−∞
S(−n∆t)ejn∆tω. (134)

Ïîäñòàâèâ (134) â (117) è ïðîâåäÿ ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü:

S(t) =
∞∑

n=−∞
S(n∆t)

sin(ω0(t− n∆t))

ω0(t− n∆t)
. (135)

Ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ñèãíàëà S(t) â

ðÿä ïî ñèñòåìå �óíêöèé:

φn(t) =
sin(ω0(t− n∆t))

ω0(t− n∆t)
. (136)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü �óíêöèé φn. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè

t = n
2π

ω0

�óíêöèÿ φn = 1 è ðàâíà 0 â ìîìåíòû, êðàòíûå 2π/ω0. Ïîýòîìó ïðè

tn = 2π/ω0 â ðÿäå ðàçëîæåíèÿ îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí ÷ëåí, êîòîðûé ðàâåí

ìãíîâåííîìó çíà÷åíèþ S(t) â ìîìåíò âðåìåíè tn.
Ïîñêîëüêó ðÿä (135) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ñèãíàëà S(t) ñïðà-

âåäëèâîå äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîëåáàíèå

íå ñîäåðæàùåå ÷àñòîò âûøå ω0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ìãíîâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè, îòñ÷èòàííûìè ÷åðåç èíòåðâàëû âðåìåíè ∆t = π/ω0.

Äàííîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà. Ïðî-

ñòîòà îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà (îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî çíà÷åíè-

ÿìè èñõîäíîãî ñèãíàëà, èçìåðåííîãî â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè,

êðàòíûå ∆t), ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì ïðåèìóùåñòâîì. Ñ ïîìîùüþ ðÿäà Êî-

òåëüíèêîâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü èìïóëüñíûé ñèãíàë êîíå÷íîé äëèòåëüíî-

ñòè τ0, îãðàíè÷èâàÿ åãî ñïåêòð íåêîòîðîé ÷àñòîòîé ω0. Ïðè ýòîì òðåáó-

åòñÿ ïðîâåñòè k = τ0/∆t îòñ÷åòîâ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà. Òàêîå

ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì åãî ìãíîâåííûìè çíà-

÷åíèÿìè íàçûâàåòñÿ äèñêðåòèçàöèåé ñèãíàëà. Îíà èìååò øèðîêîå

ïðèìåíåíèå ïðè îáðàáîòêå ñèãíàëîâ öè�ðîâûìè óñòðîéñòâàìè.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Êàêèìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ñèã-

íàëû?

2. Íàðèñóéòå ãðà�èêè ÷åòûðåõ ïåðâûõ áàçèñíûõ �óíêöèé òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå.

3. Êàê îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ an è bn òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîãî ðÿäà Ôóðüå äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ �óíêöèé?

4. ×åðåç êàêèå èíòåðâàëû âðåìåíè íóæíî èçìåðÿòü çíà÷åíèÿ ïåðèî-

äè÷åñêîãî ñèãíàëà,÷òîáû ñîõðàíèòü åãî áåç ïîòåðü, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ

÷àñòîòà ñîñòàâëÿåò 1000 �ö.
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Ëåêöèÿ 9. Àíàëèç ñëó÷àéíûõ

ñèãíàëîâ

Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé �óíêöèè

Ñëó÷àéíûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ïðîöåññ, çíà÷åíèÿ

êîòîðîãî íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ìîìåí-

òà âðåìåíè. Îäíàêî, çàðåãèñòðèðîâàííûé â íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðå-

ìåíè ñèãíàë S(t) áóäåò èìåòü âïîëíå îïðåäåëåííûé âèä Si(t), êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå

ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà áóäóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà (ðèñ. 13)

è äëÿ ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà íåîáõîäèìî èìåòü áåñ-

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî åãî ðåàëèçàöèé. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñòà-

òèñòè÷åñêèå ìåòîäû è ìåòîäû òåîðèè ñëó÷àéíûõ �óíêöèé(òåîðèè ñòîõà-

ñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ).

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ

â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ìîæåò ïðèíÿòü òîò èëè èíîé êîíêðåòíûé

âèä, íåèçâåñòíî çàðàíåå êàêîé.

Ñëó÷àéíóþ �óíêöèþ ïðèáëèæåííî îïèñûâàþò êàê ñèñòåìó ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí S(t1), S(t2), . . . , S(tm), ãäå S(ti) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âñåâîç-

ìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé �óíêöèè, èçìåðåííûõ â ìîìåíò âðåìåíè

ti. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ m òàêîå îïèñàíèå ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå è áîëåå

òî÷íûì. Òàêèì îáðàçîì ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé �óíêöèè ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ñëó÷àé

áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó.

Äëÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ñå÷åíèå ñëó÷àéíîé �óíêöèè

S(t) â ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåðíóþ ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó X, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ îäíîìåðíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëå-

íèÿ P (x, t), çàâèñÿùèì îò âûáðàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t. Ïîíÿòíî, ÷òî
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ïîäîáíîå îïèñàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò.ê. íå îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü

ìåæäó ñå÷åíèÿìè S(t) ïðè ðàçëè÷íûõ t. Áîëåå ïîëíûì îïèñàíèåì ñëó-

÷àéíîé �óíêöèè áóäåò äâóìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ P (x1, x2, t1, t2),

êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå è âçàèìîñâÿçü äâóõ ïðîèçâîëüíûõ

ñå÷åíèé ñëó÷àéíîé �óíêöèè. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîé

�óíêöèè òðåáóåòñÿ ïðèâëåêàòü âñå áîëüøåå ÷èñëî ñå÷åíèé è ðàññìàò-

ðèâàòü ìíîãîìåðíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (x1, x2, x3, . . . t1, t2, t3 . . .),
÷òî äåëàåò òàêîé ïîäõîä ãðîìîçäêèì è íåóäîáíûì.

Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé �óíêöèè

Â ïðàêòè÷åñêèõ öåëÿõ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé (ñèã-

íàëîâ) ïðèâëåêàþòñÿ íå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, à õàðàêòåðèñòèêè

ñëó÷àéíûõ �óíêöèé, àíàëîãè÷íûå ÷èñëîâûì õàðàêòåðèñòèêàì ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Â îòëè÷èå îò ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí, õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ �óíêöèé â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ

íå ÷èñëàìè, à îáû÷íûìè (äåòåðìèíèðîâàííûìè) �óíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé �óíêöèè

S(t) íàçûâàåòñÿ íåñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ mS(t) , êîòîðàÿ ïðè êàæäîì çíà-

÷åíèè t ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷å-

íèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè:

mS(t) = M [S(t)]. (137)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé �óíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íåêîòîðóþ ñðåäíþþ �óíêöèþ îêîëî êîòîðîé ðàçëè÷íûì îáðàçîì âàðüè-

ðóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé �óíêöèè S(t) íàçûâàåòñÿ íåñëó-

÷àéíàÿ �óíêöèÿ DS(t), êîòîðàÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t ðàâíà äèñïåðñèè
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè:

DS(t) = D[S(t)]. (138)

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t õàðàêòåðèçó-

åò ðàçáðîñ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé �óíêöèè âîêðóã ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, õàðàêòåðèçóåò �ñòåïåíü ñëó÷àéíîñòè�

ñëó÷àéíîé �óíêöèè.
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�èñ. 19. �åàëèçàöèè ñëó÷àéíîé �óíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé �óíê-

öèè ðàâíî êîðíþ êâàäðàòíîìó èç äèñïåðñèè:

σS(t) =
√

D[S(t)]. (139)

Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè íåäîñòàòî÷íî çíàíèÿ òîëü-

êî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè. Äåéñòâèòåëüíî, íà ðèñóí-

êå 19 èçîáðàæåíû ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé �óíêöèè, ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ è äèñïåðñèè êîòîðûõ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû. Âèäíî, ÷òî âíóò-

ðåííÿÿ ñòðóêòóðà ýòèõ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé (ïðîöåññîâ), õàðàêòåð èõ èç-

ìåíåíèÿ, ñîâåðøåííî ðàçëè÷íû. Åñëè äëÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè (À), õà-

ðàêòåðíû ðåçêèå, íåïðàâèëüíûå êîëåáàíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê áûñòðîìó

çàòóõàíèþ çàâèñèìîñòè ìåæäó çíà÷åíèÿìè �óíêöèè ïî ìåðå óâåëè÷å-

íèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, â ñëó÷àå (Â) õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñëó÷àé-

íîé �óíêöèè áîëåå ïðåäñêàçóåì. Õàðàêòåðèñòèêà, êîòîðàÿ ìîæåò ó÷åñòü

òàêîå ðàçëè÷èå â ñòðóêòóðå ñëó÷àéíîé �óíêöèè, íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöè-

îííàÿ (èëè àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ) �óíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé ñëó÷àéíîé �óíêöèè S(t)

íàçûâàåòñÿ íåñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ KS(t1, t2), êîòîðàÿ
ïðè êàæäîé ïàðå çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ t1 è t2, ðàâíà êîððåëÿöèîííîìó

ìîìåíòó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå÷åíèé ñëó÷àéíîé �óíêöèè:

KS(t1, t2) = M [Ṡ(t1)Ṡ(t2)], (140)

ãäå Ṡ(ti) = S(ti) − mS(ti) � öåíòðèðîâàííîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé �óíê-

öèè.

Ïóñòü t1 = t2 = t, òîãäà KS(t1, t2) = M [Ṡ2(t)] = D[Ṡ(t)] = D[S(t)]],
ò.å. êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ðàññ÷èòàííàÿ äëÿ ñîâïàäàþùèõ ìîìåíòîâ
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âðåìåíè îáðàùàåòñÿ â äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé �óíêöèè. Ïîýòîìó â êà÷å-

ñòâå õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé �óíêöèè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëü-

êî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ.

Íàðÿäó ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå íîð-

ìèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè:

RS(t1, t2) =
KS(t1, t2)

σS(t1)σS(t2)
, (141)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí S(t1) è S(t2), èçìåðåííûõ â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2.

�àññìîòðèì, êàê èçìåíÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ ïðè

íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèÿõ íàä ñèãíàëàìè.

1. Äîáàâëåíèå ê ñëó÷àéíîìó ñèãíàëó S(t) íåñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé
f(t). �àññìîòðèì ñëó÷àéíûé ñèãíàë Y (t) = S(t)+ f(t) è íàéäåì åãî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

mY (t) = M [S(t) + f(t)] = M [S(t)] +M [f(t)] = mS(t) + f(t)

è êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ:

KY (t1, t2) =M [Ẏ (t1)Ẏ (t2)] = M [(Y (t1)−mY (t1))(Y (t2)−mY (t2))] =

=M [(S(t1) + f(t1)−mS(t1)− f(t1))(S(t2)

+f(t2)−mS(t2)− f(t2))] = M [Ṡ(t1)Ṡ(t2)] = KS(t1, t2).

Âèäíî, ÷òî ïðèáàâëåíèå ê ñëó÷àéíîìó ñèãíàëó íåñëó÷àéíîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé óâåëè÷èâàåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íà âåëè÷èíó ýòîé

ñîñòàâëÿþùåé è íå èçìåíÿåò êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ.

2. Óìíîæåíèå ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà S(t) íà íåñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ

f(t). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîí-

íàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà Y (t) = S(t)f(t) èìåþò âèä:

mY (t) = f(t)mS(t), KY (t1, t2) = f(t1)f(t2)KS(t1, t2).

3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

˙S(t) = S(t)−mS(t) ðàâíî íóëþ, à êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ðàâíà
êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè èñõîäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

mS(t) = 0, KṠ(t1, t2) = KS(t1, t2).
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Ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå îïðåäåëÿåòñÿ

òîëüêî âûáîðîì ñèñòåìû îòñ÷åòà, à ñàìà êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ïðè

ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ, òî ýòî åå ñâîéñòâî øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ àíàëèçà

ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ.

Ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ñèãíàëû

�àññìîòðèì ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîòåêàþò âî âðåìåíè äî-

ñòàòî÷íî îäíîðîäíî è èìåþò âèä íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ êîëåáàíèé âî-

êðóã íåêîòîðîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì íè àìïëèòóäà, íè õàðàêòåð

ýòèõ êîëåáàíèé íå èçìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïîäîáíûì îáðàçîì

âåäóò ñåáÿ, íàïðèìåð, êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ â ýëåêòðîñåòè, ñëó÷àéíûå

ïîìåõè â ðàäèîïðèåìíèêå è ò.ï. Òàêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (è �óíêöèè,

êîòîðûå èõ îïèñûâàþò) íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.

Îïðåäåëåíèå. Còàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñëó-

÷àéíàÿ �óíêöèÿ S(t), åñëè åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êâàäðàòè÷-

íîå îòêëîíåíèå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ çà-

âèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè âðåìåí:

mS(t) = const, σS(t) = const,

KS(t1, t2) = KS(t2 − t1) = KS(τ).
(142)

Åñëè õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-

ÿì (142), òî ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì. Ïðèìåðàìè íåñòàöèî-

íàðíûõ ïðîöåññîâ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â ýëåêòðè÷å-

ñêîé öåïè, ïðîöåññ ñãîðàíèÿ è ò.ï. Íåêîòîðûå, íåñòàöèîíàðíûå â öåëîì,

ïðîöåññû ìîæíî â îïðåäåëåííûå èíòåðâàëû âðåìåíè ðàññìàòðèâàòü, êàê

ïðèáëèçèòåëüíî ñòàöèîíàðíûå.

Ëþáîé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðîäîëæàþ-

ùèéñÿ âî âðåìåíè íåîïðåäåëåííî äîëãî è â êà÷åñòâå íà÷àëà îòñ÷åòà âûáè-

ðàòü ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ïîñêîëüêó èññëåäóÿ ñòàöèîíàðíûé

ïðîöåññ íà ëþáîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ìû äîëæíû ïîëó÷èòü îäíè è òå

æå õàðàêòåðèñòèêè. Òðåáîâàíèå ïîñòîÿíñòâà âî âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îæèäàíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, ò.ê.

âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé �óíêöèè, äëÿ êîòî-

ðîé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó, åñëè

íåñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî èçìåíåíèåì âî âðåìåíè
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�èñ. 20. Ïðèìåð êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òî åãî ìîæíî èçó÷àòü, êàê ñòàöèîíàðíûé

ïðîöåññ.

Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿ-

åòñÿ �óíêöèåé íå äâóõ, à òîëüêî îäíîãî àðãóìåíòà, ÷òî ñóùåñòâåííî

óïðîùàåò ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè ñî ñòàöèîíàðíûìè �óíêöèÿìè. Èç

òîãî, ÷òî ëþáàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèì-

ìåòðèè, ñëåäóåò ÷åòíîñòü êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ñòàöèîíàðíîãî ïðî-

öåññà. Äåéñòâèòåëüíî:

KS(t1, t2) = KS(t2, t1) ⇒ KS(t2 − t1) = KS(t1 − t2) =

= KS(−(t2 − t1)) ⇒ KS(τ) = KS(−τ),

ïîýòîìó êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü è èññëåäî-

âàòü ëèøü äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Âåëè÷èíà KS(τ) õàðàêòåðèçóåò ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñèãíàëà ðàç-
äåëåííûìè ïðîìåæóòêîì âðåìåíè τ . Âèä �óíêöèè êîððåëÿöèè (ðèñ. 20)
äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà: ÷åì ìåä-

ëåííåå èçìåíÿåòñÿ ñèãíàë, òåì äëèòåëüíåå èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì

íàáëþäàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó åãî ìãíîâåííûìè çíà÷åíèÿ-

ìè. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìû-

ìè çíà÷åíèÿìè ñòàöèîíàðíîé �óíêöèè âåëè÷èíà êîððåëÿöèîííîé �óíê-

öèè óìåíüøàåòñÿ. Âèäíî, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ äëÿ íåêîòîðûõ

τ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà íåêî-

òîðóþ ïåðèîäè÷íîñòü â ñòðóêòóðå ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,

ïîñêîëüêó íà ðàññòîÿíèè ïðèìåðíî ðàâíîì ïî âðåìåíè ïîëîâèíå ïåðèî-

äà îñíîâíûõ êîëåáàíèé, íàáëþäàåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó

çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé �óíêöèè: ïîëîæèòåëüíûì îòêëîíåíèÿì îò ñðåä-

íåãî â îäíîì ñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåä-

íåãî ÷åðåç îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè è íàîáîðîò.
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�èñ. 21. �åàëèçàöèè À � ýðãîäè÷åñêîé è Â � íåýðãîäè÷åñêîé ñòàöèîíàðíûõ

ñëó÷àéíûõ �óíêöèé

Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè êîððåëÿöèè ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåðâàë êîððå-

ëÿöèè τ0 = a, ò.å. òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà êîòîðîì åùå ñóùåñòâóåò

âçàèìîçàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé �óíêöèè. Ïîñêîëüêó

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé �óíêöèè íå çàâèñèò

îò âðåìåíè, à êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ îò íà÷àëà îòñ÷åòà, òî ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé �óíêöèè

äîëæíà íåñòè â ñåáå âñþ èí�îðìàöèþ î åå ñâîéñòâàõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ ëþáûõ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àé-

íûõ �óíêöèé. Íà ðèñóíêå 21 ïðèâåäåíû ðåàëèçàöèè äâóõ ñòàöèîíàðíûõ

�óíêöèé, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Åñëè ìû áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äîëãîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ïî

îòäåëüíîñòè êàæäóþ ðåàëèçàöèþ â ñëó÷àå B, òî ìû ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå

ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ A, êîãäà ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ

êàæäîé ðåàëèçàöèè ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó-

÷àþ B ïðèñóùà âíóòðåííÿÿ íåîäíîðîäíîñòü ïðîöåññà, ò.å. âíóòðè íåãî

ìîæíî âûäåëèòü áîëåå ýëåìåíòàðíûå ñîñòàâëÿþùèå ñî ñâîèìè èíäèâè-

äóàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äëÿ ïðîöåññàA ïîäîáíàÿ íåîäíîðîäíîñòü

îòñóòñòâóåò. Ýòî ñâîéñòâî �âíóòðåííåé íåðàçëîæèìîñòè� íàçûâàåòñÿ ýð-

ãîäè÷íîñòüþ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå. Ýðãîäè÷åñêîé ñëó÷àéíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñòà-

öèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé óñðåäíåíèå ëþáîé âåðîÿò-

íîñòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé ýêâèâàëåíòíî óñðåä-

íåíèþ ïî âðåìåíè îäíîé ðåàëèçàöèè áåñêîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýðãîäè÷åñêîé ñëó÷àéíîé �óíêöèè S(t) ìî-

114



æåò áûòü îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mS(t) =

∞∫

−∞

S(t)P (S)dS = lim
T→∞

1

T

T/2∫

−T/2

S(t)dt, (143)

ãäå P (S) � îäíîìåðíàÿ �óíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Íà ïðàêòèêå

îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàìåíå èíòåãðàëà (143)

èíòåãðàëüíîé ñóììîé ïî äîñòàòî÷íî äëèííîìó, íî êîíå÷íîìó ïðîìåæóò-

êó âðåìåíè T :

mS(t) ≈
1

T

n∑

i=1

S(ti)△t. (144)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè ms(t) äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ çíà-

÷åíèé òîëüêî îäíîé ðåàëèçàöèè ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè △t. ×òîáû
ïîëó÷èòü õîðîøóþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íóæíî, ÷òîáû êî-

ëè÷åñòâî òî÷åê èçìåðåíèÿ áûëî äîñòàòî÷íî áîëüøîå. ×åì áîëåå âûñîêî-

÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðèñóòñòâóþò â ñëó÷àéíîì ñèãíàëå, òåì áîëåå

÷àñòî íóæíî ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ. �åêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü △t òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû íà ïîëíûé ïåðèîä ñàìîé âûñîêî÷àñòîòíîé ãàðìîíèêè â

ñîñòàâå ñëó÷àéíîé �óíêöèè ïðèõîäèëîñü ïîðÿäêà 5− 10 òî÷åê.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äèñïåðñèÿ è êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ýð-

ãîäè÷åñêîé ñëó÷àéíîé �óíêöèè:

DS(t) =

∞∫

−∞

S2(t)P (S)dS = lim
T→∞

1

T

T/2∫

−T/2

S2(t)dt, (145)

KS(τ) =

∞∫

−∞

S(t)S(t+ τ)P (S)dS = lim
T→∞

1

T

T/2∫

−T/2

S(t)S(t+ τ)dτ. (146)

Âèä êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîçâîëÿåò íàì ñóäèòü îá ýðãîäè÷íîñòè

èëè íåýðãîäè÷íîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñëè êîððåëÿöèîííàÿ �óíê-

öèÿ KS(t) ïðè óâåëè÷åíèè τ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ýòî ãîâîðèò â ïîëüçó

ýðãîäè÷íîñòè èçó÷àåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñëè æå êîððåëÿöèîí-

íàÿ �óíêöèÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà τ íå óáûâàåò, à îñòàåòñÿ

ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííîé, òî ýòî ïðèçíàê íåýðãîäè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Â ÷åì ðàçëè÷èå ìåæäó ýðãîäè÷åñêèì è íåýðãîäè÷åñêèì ñëó÷àéíûì

ñèãíàëîì? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ýðãîäè÷åñêîãî è íåýðãîäè÷åñêîãî ñëó÷àé-

íîãî ñèãíàëà.

2. Êàê èçìåíÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ñèãíà-

ëà ïðè äîáàâëåíèè ê íåìó íåñëó÷àéíîãî ñèãíàëà?

3. Êàê èçìåíÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ñèãíà-

ëà ïðè óìíîæåíèè åãî íà íåñëó÷àéíûé ñèãíàë?
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Ëåêöèÿ 10. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè

ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ

Ñïîñîáíîñòü ê êëàññè�èêàöèè, ðàñïîçíàâàíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îä-

íî èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ÷åëîâåêà. Ïðè÷åì ÷åëîâåê óìååò ðàñïîçíàâàòü

êàê êîíêðåòíûå, òàê è àáñòðàêòíûå îáðàçû îáúåêòîâ îêðóæàþùåãî ìè-

ðà. Íàïðèìåð, óçíàòü çíàêîìîãî ìîæíî ïî �îòîãðà�èè, ïî ñëîâåñíîìó

îïèñàíèþ, ïî ïîõîäêå, ãîëîñó, âíå çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé îñâåùåíèÿ,

ðàêóðñà è ò.ï. Âñå ýòî ãîâîðèò â ïîëüçó òîãî, ÷òî ïðîöåññ ðàñïîçíàâàíèÿ

áàçèðóåòñÿ íà äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðèíöèïàõ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîàíàëèçè-

ðîâàòü îáúåêò è âûäåëèòü íåêîòîðûå ñïåöè�è÷åñêèå åãî îñîáåííîñòè,

âàæíûå èìåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ. Óñòîé÷èâûé îáðàç, ïîç-

âîëÿþùèé óñïåøíî ðåøàòü çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ñîçäàåòñÿ íà îñíîâå

àíàëèçà îãðàíè÷åííîé ñîâîêóïíîñòè êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ. Ïðè÷åì, åñ-

ëè íàì âñòðå÷àåòñÿ îáúåêò, íèêîãäà ðàíåå íå âñòðå÷àâøèéñÿ, òî òåì íå

ìåíåå, ìû áåç òðóäà ñîïîñòàâëÿåì åãî ñ îïðåäåëåííîé ãðóïïîé.

Ïðàêòè÷åñêè âñÿ ðàáîòà âðà÷à-èññëåäîâàòåëÿ, à òåì áîëåå ëå÷àùåãî

âðà÷à, ñâÿçàíà ñ ðàñïîçíàâàíèåì îáðàçîâ: íà îñíîâå èìåþùåéñÿ èí�îð-

ìàöèè î ïàöèåíòå (ðåçóëüòàòû àíàëèçîâ, æàëîáû, îñìîòð) òðåáóåòñÿ ïî-

ñòàâèòü äèàãíîç, ò.å. ðàñïîçíàòü áîëåçíü. Äðóãèå íàïðàâëåíèÿ áèîìåäè-

öèíñêîãî ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ âêëþ÷àþò øèðî-

êèé ñïåêòð çàäà÷ ïî ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ è àíàëèçà

çðèòåëüíûõ èçîáðàæåíèé: êàðäèîãðàìì, ðåíòãåíîãðàìì, àâòîìàòèçàöèè

öèòîãåíåòè÷åñêîãî àíàëèçà õðîìîñîì, àâòîìàòèçèðîâàííîãî àíàëèçà è

èíòåðïðåòàöèè ðàçëè÷íîãî ðîäà àíêåò è ò.ï.

Òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé

ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññè�èêàöèè è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. �àñïîçíàâàíèå

îáðàçîâ - ýòî îáðàáîòêà è ñðàâíåíèå (ðàñïîçíàâàíèå) èí�îðìàöèè, à

çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ â öåëîì çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè ðàçëè÷èé
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ìåæäó èñõîäíûìè îáúåêòàìè ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ èõ ñóùåñòâåííûõ

ñâîéñòâ.

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-

òèå îáðàçà (êëàññà) îáúåêòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Îáðàçîì (êëàññîì) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,

îáúåäèíåííûõ íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðèçíàêàìè êëàññà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ,

õàðàêòåðèçóþùèõ êëàññ.

Âèäíî, ÷òî ïîíÿòèÿ êëàññà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ êëàññà âçàèìîñâÿçà-

íû. Ïîêà íå óêàçàíû îáùèå ñâîéñòâà (ïðèçíàêè), íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü

êëàññ îáúåêòîâ è, íàîáîðîò, ïîêà íå çàäàí êëàññ îáúåêòîâ íåëüçÿ îïðå-

äåëèòü õàðàêòåðèçóþùèå åãî ïðèçíàêè. Áîëåå òîãî, â çàâèñèìîñòè îò

âûáîðà ïðèçíàêîâ, îäèí è òîò îáúåêò ìîæåò áûòü îòíåñåí ê ðàçëè÷íûì

êëàññàì. Íàïðèìåð, îäíó è òó æå ãðóïïó ëþäåé ðàçäåëèòü íà êëàññû

�çäîðîâûé�� �áîëüíîé�; �æåíùèíà� � �ìóæ÷èíà� è ò.ï. Âèäíî, ïåðåíåñå-

íèå àêöåíòà ñ îäíèõ ïðèçíàêîâ íà äðóãèå ìîæåò èçìåíèòü âñþ êëàññè-

�èêàöèþ.

Ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè áóêâàìè

A1, A2, . . . AM è íàçûâàòü àë�àâèòîì êëàññîâ. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ

âîçíèêàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè M > 1. Îòäåëüíûå îáúåêòû (ðåàëè-

çàöèè) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðû

−→xi è îïèñûâàòü ñîâîêóïíîñòüþ

ïðèçíàêîâ (xi,1, xi,2, . . . , xi,n). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êëàññû àë�àâèòà

îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå íàáîðîì ïðèçíàêîâ.

Èñïîëüçîâàíèå íàáîðà ÷èñëîâûõ ïðèçíàêîâ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè óäîá-

íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êëàññà êàê ìíîæåñòâà òî÷åê â ïðî-

ñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ (ðèñ. 22), çàíèìàþùèõ íåêîòîðóþ îáëàñòü. Âîçìîæ-

íû äâå ñèòóàöèè. Îáëàñòè, çàíèìàåìûå ðàçëè÷íûìè êëàññàìè, íå ïåðå-

êðûâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ( A1 è A2). Òàêîå ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé ãî-

âîðèò î òîì, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ â çàäàííîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ

ìîæåò áûòü óñïåøíî ðåøåíà è ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàíèöó d1 óñïåøíî

ðàçäåëÿþùóþ äàííûå êëàññû îáúåêòîâ. Åñëè æå îáëàñòè ïåðåêðûâàþò-

ñÿ (A1 è A3), òî ëèáî êëàññû îáúåêòîâ â ïðèíöèïå íåðàçäåëèìû, ëèáî

ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ âûáðàíî íåóäà÷íî. Õîòÿ è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

îïðåäåëèòü ãðàíèöó ìåæäó êëàññàìè d2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìè-

çèðîâàòü êîëè÷åñòâî îøèáîê ðàñïîçíàâàíèÿ.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ êëàññà îáúåêòîâ:
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�èñ. 22. �åîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññîâ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ïðèçíàêîâ

• Ïåðå÷èñëåíèå âñåõ îáúåêòîâ ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàññ. Óäîáíî, êîãäà

êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ îãðàíè÷åíî, íàïðèìåð áóêâû, öè�ðû â çàäà÷å

ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòîâ.

• Âûäåëåíèå îáùèõ ñâîéñòâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êëàññ, ò.å. çàäàþòñÿ

ïðèçíàêè è äèàïàçîíû èõ èçìåíåíèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà îáúåêòîâ.

• Êëàñòåðèçàöèÿ, ò.å. óêàçàíèå îáëàñòåé, çàíèìàåìûõ êëàññîì â ïðî

ñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ íàçûâàåòñÿ çàäà÷à

âûäåëåíèÿ èç ìíîæåñòâà èñõîäíûõ äàííûõ, ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðíûõ

äëÿ çàäàííîé êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ, à òàêæå íàõîæäåíèå ïðîöåäóð

èëè ïðàâèë, íåîáõîäèìûõ äëÿ êëàññè�èêàöèè âíîâü ïðåäúÿâëÿåìûõ îáú-

åêòîâ.

Â ðåøåíèè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæíî âûäåëèòü äâà ýòàïà.

Îáó÷åíèå ðàñïîçíàâàíèþ � ïî çàäàííîé ýòàëîííîé âûáîðêå, ñîäåð-

æàùåé îáúåêòû âñåõ êëàññîâ Ai, òðåáóåòñÿ âûáðàòü ðåøàþùèå ïðà-

âèëà (êðèòåðèè, ïðèçíàêè) ïî êîòîðûì ìîæíî ïðîâîäèòü êëàññè�è-

êàöèþ. �àçëè÷àþò äâà ñïîñîáà îáó÷åíèÿ: îáó÷åíèå ñ �ó÷èòåëåì� ,

êîãäà èçâåñòíî ê êàêèì êëàññàì ïðèíàäëåæàò îáúåêòû ýòàëîííîé

âûáîðêè è îáó÷åíèå áåç �ó÷èòåëÿ� , êîãäà ïðèíàäëåæíîñòü îáú-

åêòîâ ê êëàññàì íåèçâåñòíà. Î÷åâèäíî, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå òðåáó-

åòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå ðàçáèåíèå ýòàëîííîé âûáîðêè íà êëàññû, ÷òî

ñàìî ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ íå�îðìàëüíóþ çàäà÷ó.
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�àñïîçíàâàíèå � ïðåäúÿâëÿåòñÿ îáúåêò, íå ñîäåðæàùèéñÿ â ýòàëîí-

íîé âûáîðêå (ò.å. ñ íåèçâåñòíîé êëàññè�èêàöèåé), òðåáóåòñÿ îòíå-

ñòè åãî ê îïðåäåëåííîìó êëàññó íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî ðåøàþùåãî

ïðàâèëà. Êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íå òîëüêî ïî-

ñòðîåííûì ïðàâèëîì ðàñïîçíàâàíèÿ, íî, è âî ìíîãîì òåì, íàñêîëü-

êî õîðîøî ýòàëîííàÿ âûáîðêà îòîáðàæàåò ðàçíîîáðàçèå îáúåêòîâ

ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàññû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìå-

òîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Âñå îíè ìîãóò áûòü ñãðóï-

ïðîâàíû, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìûõ ñïîñîáîâ è ïðèåìîâ ïîñòðîåíèÿ

ðåøàþùèõ ïðàâèë.

Ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû. Â èõ îñíîâå ëåæèò èíòóèöèÿ è îïûò ñïåöèà-

ëèñòà â ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû ðàç-

ðàáàòûâàåòñÿ íàáîð ñïåöè�è÷íûõ, èìåííî äëÿ äàííîé çàäà÷è, ïðî-

öåäóð ïî ïðèíÿòèþ ðåøåíèÿ.

Ñèíòàêñè÷åñêèå (ñòðóêòóðíûå) ìåòîäû. Êëàññè�èêàöèÿ îáúåêòîâ

ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ �îðìàëüíîãî ÿçûêà, ñòðóêòóðà

êîòîðîãî îòîáðàæàåò ñòðóêòóðó ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îáúåêòîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ îñíîâàíî íà èñïîëüçî-

âàíèè íåêîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî �îðìàëèçìà. Âñå ìåòîäû ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà

ñëåäóþùèå ãðóïïû:

• ãåîìåòðè÷åñêèå;

• ñòàòèñòè÷åñêèå;

• ìåòîäû ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé;

• êîëëåêòèâîâ ðåøàþùèõ ïðàâèë (ìåòîäû ãîëîñîâàíèÿ).

Òàêîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ãîâîðèò î òîì, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ

îáðàçîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ �îðìàëüíûõ

ìåòîäîâ. Åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì âûáîðà ìåòîäà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êà-

÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòîâ, íàïðèìåð, ìèíèìóì îøèáîê ðàñïîçíà-

âàíèÿ äëÿ îáúåêòîâ, íå âêëþ÷åííûõ â îáó÷àþùóþ âûáîðêó.
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Âèäû ïðèçíàêîâ

Âûáîð ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì â çàäà÷å ðàñïî-

çíàâàíèÿ îáðàçîâ. Õîòÿ êàæäûé ïðèçíàê îòðàæàåò îáúåêòèâíûå õàðàê-

òåðèñòèêè îáúåêòà, îäíàêî íå êàæäûé ïðèçíàê áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü åãî

óñïåøíîìó ðàñïîçíàâàíèþ. Íàïðèìåð, ïðèçíàê �ðîñò� â êëàññè�èêàöèè

�áîëüíîé - çäîðîâûé� âðÿä ëè áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü óëó÷øåíèþ ïîñòà-

íîâêè äèàãíîçà. Ïðèçíàêè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íîãî âèäà, îïðåäåëÿåìî-

ãî öåëÿìè è çàäà÷àìè êîíêðåòíîãî èññëåäîâàíèÿ. Â òåîðèè ðàñïîçíàâà-

íèÿ îáðàçîâ âûäåëÿþò ñëåäóþùèå âèäû ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèå

êëàññû îáúåêòîâ:

Äåòåðìèíèðîâàííûå � ïðèçíàêè, ïðèíèìàþùèå îïðåäåëåííûå ÷èñëî-

âûå çíà÷åíèÿ äëÿ îáúåêòîâ äàííîãî êëàññà. Èçìåðåíèå çíà÷åíèÿ

ïðèçíàêà ó îáúåêòà ïîçâîëÿåò îòíåñòè åãî ê çàäàííîìó êëàññó. Íà-

ïðèìåð, ïðè êëàññè�èêàöèè ëþäåé ïî ðîñòó: �íèçêèé ðîñò - ñðåäíèé

ðîñò - âûñîêèé ðîñò� � èçìåðåííîå çíà÷åíèå ðîñòà 195 ñì ó ÷åëîâåêà

ïîçâîëÿåò îòíåñòè åãî ê êëàññó �âûñîêèé ðîñò�.

Âåðîÿòíîñòíûå � ïðèçíàêè, ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ðàñïðåäåëå-

íû ïî âñåì êëàññàì èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ. �åøåíèå î ïðèíàäëåæíî-

ñòè îáúåêòà ê òîìó èëè èíîìó êëàññó ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâå îöåíêè

âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà ó îáúåêòîâ êëàñ-

ñà. Íàïðèìåð, ïðè êëàññè�èêàöèè ëþäåé ïî ïîëó, ïðèçíàê �ðîñò�

áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåðîÿòíîñòíûì. Èçìåðåííîå çíà÷åíèå ðîñòà 195 ñì

ó êîíêðåòíîãî ÷åëîâåêà ïîçâîëÿåò ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ îòíåñòè

åãî ê ìóæñêîìó ïîëó, ÷åì æåíñêîìó.

Ëîãè÷åñêèå � ïðèçíàêè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âûñêàçûâàíèÿ, êîòî-

ðûå ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ �èñòèíà -ëîæü�, (äà- íåò,

0 - 1 è ò.ï.). Êàê ïðàâèëî, ýòî ïðèçíàêè, íå èìåþùèå êîëè÷åñòâåí-

íîãî âûðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, �êàøåëü�, �áîëü â ãîðëå� è ò.ï. Èíîãäà

ê ëîãè÷åñêèì îòíîñÿò òàêèå ïðèçíàêè, ó êîòîðûõ íàñ íå èíòåðåñó-

þò êîëè÷åñòâåííûå çíà÷åíèÿ , à âàæåí ëèøü ñàì �àêò åãî íàëè÷èÿ

(�åñòü òåìïåðàòóðà - íåò òåìïåðàòóðû�).

Ñòðóêòóðíûå � ïðèçíàêè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñòðóêòóðû îáúåêòà.

Íàïðèìåð - �öâåò ãëàç�. Â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòîâ ýòî ìî-

ãóò áûòü ýëåìåíòû áóêâ àë�àâèòà � �âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà�, �íàêëîí-

íàÿ ÷åðòà�, �îâàë� è ò.ï. Óäîáíî, ÷òîáû ïðèçíàêè êëàññà çàäàâàëèñü
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÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè. Åñëè ïðèçíàê êà÷åñòâåííûé, òî �îðìàëü-

íî ðàçëè÷íûì åãî ãðàäàöèÿì òàêæå ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûå

ïîðÿäêîâûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, õîòÿ ñðàâíèâàòü åãî çíà÷åíèÿ ïî

âåëè÷èíå áóäåò íåêîððåêòíî.

�àññòîÿíèå è ìåðà ñõîäñòâà

Âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè îñíîâàíû íà èñïîëüçî-

âàíèè íåêîòîðîé �óíêöèè ïîäîáèÿ (ïðèíàäëåæíîñòè) îáúåêòà äàííîìó

êëàññó. Çà ìåðó áëèçîñòè ìåæäó îáúåêòîì

−→x è êëàññîì Ai ìîæíî âû-

áðàòü ðàññòîÿíèå îò îáúåêòà äî êëàññà.

Îïðåäåëåíèå. �àññòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ íåîòðèöàòåëü-

íàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ d(x, y), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x è y

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. d(x, y) = d(y, x) � ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè;

2. d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ≡ y;

3. d(x, y) ≤ d(x, z)+d(z, y) äëÿ ëþáûõ z (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííî-

ìó îïðåäåëåíèþ, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàê-

òåðèñòèêó áëèçîñòè ìåæäó îáúåêòàìè. Ïðè÷åì, îò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ

ðàññòîÿíèÿ áóäåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü óñïåøíîå ðåøåíèå êîíêðåòíîé

çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ðàññòîÿíèé. Ïóñòü çàäàíû äâà îáúåêòà

â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ:

−→xi = (x1,i, x2,i, . . . , xn,i) è
−→xj = (x1,j, x2,j, . . . , xn,j).

Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå :

d(−→xi ,
−→xj) =

√√√√
n∑

l=1

(xl,i − xl,j)2, (147)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì èçìåðåíèÿ â ðàñ-

ñòîÿíèé.
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Âçâåøåííîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå :

d(−→xi ,
−→xj ) =

√√√√
n∑

l=1

ω2
l (xl,i − xl,j)2, (148)

ãäå ωl - âåñîâîé ìíîæèòåëü, ó÷èòûâàþùèé âêëàä l-ãî ïðèçíàêà â

îöåíêó áëèçîñòè îáúåêòîâ.

L1-íîðìà èëè ìàíõåòòåíîâñêîå ðàññòîÿíèå :

d(−→xi ,
−→xj ) =

n∑

l=1

|(xl,i − xl,j)|, (149)

êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè èçìåðÿåòñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì,

ïàðàëëåëüíûì îñÿì êîîðäèíàò.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ýâðèñòè÷åñêèå ìåðû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàññòî-

ÿíèåì, ñ òî÷êè çðåíèÿ âûøåñêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ, íî êîòîðûå òàêæå

ìîæíî èñïîëüçîâàòü êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ìåðû áëèçîñòè îáúåêòîâ.

Íàïðèìåð, êîý��èöèåíò äèâåðãåíöèè:

CD(−→xi ,
−→xj) =

√√√√1

n

n∑

l=1

(
(xl,i − xl,j)

(xl,i + xl,j)

)2

. (150)

Â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, êîãäà íà-

ãëÿäíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòîâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíûì, óäîáíûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ è îöåíêè ñâîéñòâ i-ãî êëàññà

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìàòðèöû ðàññòîÿíèé, õàðàêòåðèçóþùåé âçà-

èìíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè îáúåêòîâ êëàññà:

Di =




0 d1,2 d1,3 . . . d1,Ni

d2,1 0 d2,3 . . . d2,Ni

. . . . . . . . . . . . . . .

dNi,1 dNi,2 dNi,3 . . . 0


 , (151)

ãäå Ni � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ â i-ì êëàññå.

Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé ïîçâîëÿåò áîëåå íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü âçàèìíîå

ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ â êëàññå, âûäåëèòü êîìïàêòíî ðàñïîëîæåííûå

ïîäãðóïïû îáúåêòîâ, íàéòè íàèáîëåå óäàëåííûå äðóã îò äðóãà îáúåêòû

è ò.ï.

Äðóãîé ìåðîé îöåíêè áëèçîñòè îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ

ÿâëÿåòñÿ ìåðà ñõîäñòâà.
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Îïðåäåëåíèå. Ìåðîé ñõîäñòâà íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ íåîòðèöà-

òåëüíàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ s(x, y), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê

x è y âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. s(x, y) = s(y, x) � ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè;

2. s(x, y) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ≡ y;

3. s(x, y) îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáûõ x è y: 0 ≤ s(x, y) ≤ 1.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ õàðàêòåðèñòèêè áëèçîñòè êëàññà îáúåêòîâ ââîäèòñÿ

ïîíÿòèå ìàòðèöû ñõîäñòâà:

Si =




1 s1,2 s1,3 . . . s1,Ni

s2,1 1 s2,3 . . . s2,Ni

. . . . . . . . . . . . . . .
sNi,1 sNi,2 sNi,3 . . . 1


 . (152)

Â áèîëîãèè è ìåäèöèíå âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà îáúåêòû ìîæíî

ñ÷èòàòü áëèçêèìè, õîòÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíà-

êîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Íàïðèìåð, ïðè õàðàêòåðèñòèêå òåëî-

ñëîæåíèÿ âàæíî ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ, õîòÿ àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ðî-

ñòà, âåñà è ò.ï. ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ çíà÷èòåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå, â êà÷åñòâå

ìåðû ñõîäñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü �óíêöèþ âèäà:

s(−→xi ,
−→xj ) =

−→xi
T · −→xj

‖−→xi‖ · ‖−→xj‖
. (153)

Îíà îïðåäåëÿåò â êà÷åñòâå ìåðû áëèçîñòè âåëè÷èíó êîñèíóñà óãëà ìåæäó

íàïðàâëåíèÿìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåêòû.

Â êëàññè�èêàöèè âèäîâ æèâîòíûõ è ðàñòåíèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìå-

ðà ñõîäñòâà Òàíèìîòî, êîòîðóþ óäîáíî ïðèìåíÿòü, åñëè ïðèçíàêè, îïè-

ñûâàþùèå êëàññ, ëîãè÷åñêèå:

s(−→xi ,
−→xj ) =

−→xi
T · −→xj

−→xi
T · −→xi +

−→xj
T · −→xj −−→xi

T · −→xj
. (154)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà âçàèìîðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ â ïðîñòðàí-

ñòâå ïðèçíàêîâ ðàññòîÿíèå è ìåðà ñõîäñòâà ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó ïî

èí�îðìàòèâíîñòè, â ÷àñòíîñòè:

d(x, y) =
1

1 + s(x, y)
. (155)

Âèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè â ïðîñòðàíñòâå ïðè-

çíàêîâ, òåì ìåíüøå ìåæäó íèìè ñõîäñòâî è íàîáîðîò.
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�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà è âíóòðèìíîæå-

ñòâåííîå ðàññòîÿíèå

Èñïîëüçóÿ ëþáóþ èç ïðèâåäåííûõ âûøå �îðìóë, âñåãäà ìîæíî îöå-

íèòü ðàññòîÿíèå (èëè ìåðó ñõîäñòâà) ìåæäó çàäàííûìè îáúåêòàìè êëàñ-

ñà. Äðóãîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò îáúåêòà

−→x äî

ìíîæåñòâà îáúåêòîâ {−→x i}, ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàññ Ai. Ïîñêîëüêó îáúåêò

çàäàåòñÿ òî÷êîé â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, à êëàññ îáúåêòîâ ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ìíîæåñòâî òî÷åê, òî ýòî çàäà÷à íå èìååò îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ

è ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçëè÷íûå ñïîîáû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî

ìíîæåñòâà. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè, â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü íå

ñàìî ðàñòîÿíèå, à êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ d2. Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå íåîòðè-

öàòåëüíàÿ âåëè÷èíà, òî âîçâåäåíèå åå â êâàäðàò, ñîõðàíÿåò âñå èñõîäíûå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè êëàññà.

• �àññòîÿíèå îò îáúåêòà äî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþò êàê ðàññòîÿíèå

îò îáúåêòà

−→x äî áëèæàéøåãî ê íåìó îáúåêòà

−→xi , ïðèíàäëåæàùåãî

ìíîæåñòâó {−→xi}, ò.å äî ãðàíèöû îáëàñòè, çàíèìàåìîé êëàññîì Ai.

d2(−→x , Ai) = min
i=1,Ni

d2(−→x ,−→xi). (156)

• �àññòîÿíèå îò îáúåêòà äî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþò êàê ðàññòîÿíèå

äî íåêîòîðîãî ýòàëîííîãî ýëåìåíòà

−→x
ýò

ìíîæåñòâà, íàèáîëåå ïîëíî

õàðàêòåðèçóþùåãî ñâîéñòâà êëàññà Ai:

d2(−→x , Ai) = d2(−→x ,−→x
ýò

). (157)

Â êà÷åñòâå òàêîãî ýòàëîíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, öåíòð

êëàññà:

−→x
ýò

=
1

Ni

Ni∑

i=1

−→x i. (158)

• �àññòîÿíèå îò îáúåêòà äî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþò êàê ñðåäíåå ðàñ-

ñòîÿíèå äî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ýòàëîííûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

d2(−→x , Ai) =
1

Ni,ýò

Ni,ýò∑

i=1

−→x i,ýò. (159)

Òàêîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êî-

ãäà òðóäíî âûäåëèòü åäèíñòâåííûé ýòàëîí â êëàññå. Â ÷àñòíîñòè,
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1
x

2
x

kx

3
x

4
x

jx

nx

�èñ. 23. Ê îïðåäåëåíèþ âíóòðèìíîæåñòâåííîãî ðàññòîÿíèÿ

â êà÷åñòâå ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

−→x i,ýò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è âñå

îáúåêòû êëàññà.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìåðû êîìïàêòíîñòè îáëàñòè, çàíèìàåìîé îáú-

åêòàìè êëàññà, èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå âíóòðèìíîæåñòâåííîãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 23). Íàõîäèòñÿ

ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò êàæäîãî îáúåêòà

−→xj ìíîæåñòâà äî âñåõ îñòàâøèõñÿ

îáúåêòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà:

d2(−→xj , {−→xi}) =
1

N − 1

N−1∑

i=1

d2(−→xj ,
−→xi ). (160)

Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ñóììó ïî i ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äî N , ò.ê.

ïðè ýòîì äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå âèäà d2(−→xi ,
−→xi ), êîòîðîå äàåò íóëåâîé

âêëàä. Çàòåì ïîëó÷åííûé íàáîð ñðåäíèõ ðàññòîÿíèé óñðåäíÿåòñÿ:

d2({−→xj ,
−→xi}) =

1

N

N∑

j=1

d2(−→xj , {−→xi}). (161)

Â ñëó÷àå åâêëèäîâîãî ðàñòîÿíèÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âíóòðèìíîæåñòâåí-

íîå ðàññòîÿíèå áóäåò ðàâíî óäâîåííîé ñóììå äèñïåðñèé ïðèçíàêîâ, õà-

ðàêòåðèçóþùèõ êëàññ îáúåêòîâ:

d2({−→xj ,
−→xi}) =

2N

N − 1

n∑

l=1

(x2
l − xl

2) = 2

n∑

l=1

σ2
l . (162)
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Àíàëîãè÷íî, ðàçëè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü è ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó êëàññàìè îáúåêòîâ. Îíî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî, êàê:

• íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ê ðàç-

íûì êëàññàì (ìåæäó ãðàíèöàìè êëàññîâ);

• ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòàëîííûìè îáúåêòàìè êëàññîâ (öåíòðàìè êëàñ-

ñîâ);

• óñðåäíåííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âñåâîçìîæíûìè ïàðàìè îáúåêòîâ,

ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì êëàññàì.

Âàæíî, ÷òîáû âûáîð ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ñïîñîáñòâîâàë

êîððåêòíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññè�èêàöèè.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ïðåäëîæèòå ýâðèñòè÷åñêîå ïðàâèëî ðàñïîçíàâàíèÿ òðåõ êëàññîâ,

îáúåêòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî öè�ðû 1,2 è 3 .

2. Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ êëàññîâ îáúåêòîâ: �ìóæ÷èíû� è �æåíùèíû� ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñòàòèñòè÷åñêèå ïðèçíàêè �ðîñò� è �âûñîòà êàáëó-

êîâ�. Îáîñíóéòå, ïî÷åìó ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïðèçíàêîâ ìî-

æåò óõóäøàòü êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ.

3. Ïîÿñíèòå, â ÷åì îòëè÷èå êëàñòåðà îò êëàññà îáúåêòîâ?

4. �àññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ êëàññàìè èçìåðåíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: 1 �

ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êëàññîâ, 2 � ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíèöàìè

êëàññîâ. Â ÷åì ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè êàæäîãî èç ìåòîäîâ èçìåðå-

íèÿ?
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Ëåêöèÿ 11. �åîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê

ïðèíÿòèþ ðåøåíèé

Ëèíåéíûå äèñêðèìèíàíòíûå �óíêöèè

�åøåíèå çàäà÷ êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè íåêî-

òîðîãî ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùåãî êàæäûé îáúåêò, ïðåäúÿâëÿåìûé äëÿ ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ, îòíîñèòü ê òîìó èëè èíîìó êëàññó. Â ãåîìåòðè÷åñêîì ïîä-

õîäå ê ðàñïîçíàâàíèþ ýòè ïðàâèëà íîñÿò íàçâàíèå äèñêðèìèíàíòèûõ

èëè ðåøàþùèõ �óíêöèé. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðàâèëà êëàñ-

ñè�èêàöèè ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå 24.

�ðàíèöà ìåæäó îáëàñòÿìè A1 è A2 ìîæåò áûòü çàäàíà êàê íåêîòî-

ðàÿ ëèíèÿ, óðàâíåíèå êîòîðîé â oáùåì âèäå áóäåò èìåòü âèä d(−→x ) = 0.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ d(−→x ) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óñëîâèþ d(−→x ) > 0
óäîâëåòâîðÿëà ïîëóïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ êëàññ A1, à d(−→x ) < 0 � ïî-

ëóïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ êëàññ A2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ, ê êàêîìó èç äâóõ êëàññîâ îòíî-

ñèòñÿ âíîâü ïðåäúÿâëÿåìûé îáúåêò

−→x , äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëå-
äóþùèì ïðàâèëîì:

{ −→x ∈ A1, åñëè d(−→x ) > 0
−→x ∈ A2, åñëè d(−→x ) < 0

. (163)

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðèçíàêè îáúåêòà, ïðåäúÿâëÿåìîãî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ d(−→x ) = 0, ðàñïîçíàâàíèå íåâîçìîæíî áåç ïðè-

âëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ ñóùå-

ñòâåííî çàâèñèò îò âèäà �óíêöèè d(−→x ) è ïðàêòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè

îïðåäåëåíèÿ åå ïàðàìåòðîâ.

Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä èìåþò ëèíåéíûå äèñêðèìèíàíòíûå �óíêöèè

(ËÄÔ). Ïóñòü îáúåêòû õàðàêòåðèçóþòñÿ n ïðèçíàêàìè x1, x2, . . . , xn.

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü âåêòîðíóþ �îðìó çàïèñè, ðàññìàòðèâàÿ îáúåêò êàê
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�èñ. 24. Ëèíåéíûå äèñêðèìèíàíòíûå �óíêöèè

âåêòîð-ñòîëáåö ïàðàìåòðîâ:

−→x =




x1

x2

. . .
xn


 . (164)

Òîãäà ëèíåéíàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëå-

íà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(−→x ) = −→ω T−→x = ω1x1 + ω2x2 + . . .+ ωnxn, (165)

ãäå

−→ω T = {ω1, ω2, . . . , ωn} � òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð âåñîâûõ êîý�-

�èöèåíòîâ ëèíåéíîé äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè.

Ëèíèÿ îïðåäåëÿþùàÿ ãðàíèöó ìåæäó êëàññàìè, â ñëó÷àå çàäàíèÿ

ËÄÔ �îðìóëîé (165) âñåãäà ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ïðÿìàÿ

d2, íà ðèñ. 24), ÷òî íå âñåãäà ïîçâîëÿåò óñïåøíî ïðîâåñòè ðàçäåëåíèå

êëàññîâ. Òåì íå ìåíåå âèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ ãðàíèöà ìåæäó êëàññàìè ñó-

ùåñòâóåò (ïðÿìàÿ d(x1, x2)). Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþò ïîïîëíåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ âñåì

ðàññìàòðèâàåìûì îáúåêòàì åùå îäíîãî �îðìàëüíîãî ïðèçíàêà x0, çíà-

÷åíèÿ êîòîðîãî ó îáúåêòîâ âñåõ êëàññîâ òîæäåñòâåííî ðàâíû 1. Òàê êàê

ïðèçíàê èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå ó âñåõ îáúåêòîâ, ýòî íå ñêàæåòñÿ

íà êà÷åñòâå ðàñïîçíàâàíèÿ, îäíàêî ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ

ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî äèñêðèìèíàíòíàÿ �óíêöèÿ íå áóäåò ïðîõîäèòü ÷å-
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�èñ. 25. Íåðàçäåëèìîñòü êëàññîâ ñ ïîìîùüþ ËÄÔ

ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ñëó÷àé ω0 6= 0):

d(−→x ) = −→ω T−→x = ω01+ω1x1+ω2x2+. . .+ωnxn =
n∑

i=0

ωixi =
−→w T−→x , (166)

ãäå

−→w T = {ω0, ω1, ω2, . . . , ωn}, −→x =




1
x1

x2

. . .
xn




.

Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ËÄÔ â òîì, ÷òî îíè äîñòàòî÷íî ïðîñòû

è äëÿ íèõ ðàçðàáîòàíû õîðîøèå ìàòåìàòè÷åñêèå è êîìïüþòåðíûå ñðåä-

ñòâà èõ ïîñòðîåíèè è àíàëèçà. Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ

îíè íå ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè êà÷åñòâåíîå ðàñïîçíàâàíèå, õîòÿ êëàññû îáú-

åêòîâ ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëèìûìè (ðèñ. 25).

Åñëè îáëàñòè, çàíèìàåìûå êëàññàìè îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíà-

êîâ íå ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ëèíåéíûå ãðàíèöû ìåæäó íèìè, äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è êëàññè�èêàöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì îáîáùåííîé

ëèíåéíîé äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè (ÎËÄÔ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d
îá

(−→x ) =

k∑

i=0

ωifi(
−→x ), (167)

ãäå fi(
−→x ) � íåêîòîðûå îäíîçíà÷íûå �óíêöèè ïðèçíàêîâ îáúåêòà. Âèä

èõ âûáèðàòüñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì, èñõîäÿ èç âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çà-

äà÷è êëàññè�èêàöèè, è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæåí. Òåì íå ìåíåå,
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ÎËÄÔ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ �óíêöèþ â (k + 1)-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå. Êîîðäèíàòû âåêòîðà x
îá

, õàðàêòåðèçóþùèå îáúåêò â ýòîì

îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, âû÷èñëÿþòñÿ ïî èñõîäíîìó íàáîðà

ïðèçíàêîâ

−→x :

−→x
îá

=




1
f1(

−→x )

f2(
−→x )

. . .
fn(

−→x )




. (168)

Òàêîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè ïîç-

âîëÿåò ñóùåñòâåíííî ðàñøèðèòü êðóã çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì

âñåõ ñâîéñòâ, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ËÄÔ.

Èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà ê âûáîðó îáîáùåííûõ ïðèçíàêîâ.

• Îáîáùåííûå ïðèçíàêè fi ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå íå�îðìàëüíîãî àíàëè-

çà èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ. Â ìåäèöèíñêèõ çàäà÷àõ ýòî,

ïðåæäå âñåãî, íàõîæäåíèå ñèíäðîìîâ � òàêèõ êîìáèíàöèé ïðèçíà-

êîâ, êîòîðûå ïðèñóùè èìåííî äàííîìó çàáîëåâàíèþ (êëàññó îáúåê-

òîâ); âû÷èñëåíèå ðàçëè÷íûõ êëèíè÷åñêèõ, áèîõèìè÷åñêèõ èíäåêñîâ

èç èçìåðåííûõ ïîêàçàòåëåé è ò.ï. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìîæíî ñóùå-

ñòâåííî óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ.

• Îáîáùåííûå ïðèçíàêè ñòðîÿòñÿ �îðìàëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàñ-

ñîâ �óíêöèé îïðåäåëåííîãî âèäà. Íàèáîëåå ÷àñòî äëÿ ýòèõ öåëåé èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû. Ïóñòü {x1, x2, . . . , xn} íàáîð ïðèçíàêîâ îáú-
åêòà â èñõîäíîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. ËÄÔ â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (165). Ïîñòðîèì èç èñõîäíûõ

ïðèçíàêîâ êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ:

d2(
−→x ) =

n∑

i=0

ωixi +

n∑

i,j=1

ωi,jxixj. (169)

Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ:

{1, x1, x2, . . . , xn, x
2
1, x1x2, . . . , xixj, . . . , x

2
n}, à îáùåå êîëè÷åñòâî îáîá-

ùåííûõ ïðèçíàêîâ ðàâíî: k = 1 + n+ n(n− 1)/2 + n. Àíàëîãè÷íî,

ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøàþùèå �óíêöèè íà îñíîâå ïîëèíîìîâ è áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà. Êàê ïðàâèëî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷è-

òåëüíî óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çà-

äà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.
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�èñ. 26. Ñëó÷àè ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè êëàññîâ

�àññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà âîçìîæíî ðåøåíèå çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿM
êëàññîâ îáúåêòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ËÄÔ.

Ñëó÷àé I. Êàæäûé èç M êëàññîâ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü îòäåëåí îò

âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ îäíîé ðàçäåëÿþùåé ãðàíèöåé di(
−→x ) (ðèñ. 26-I).

Ïðàâèëî êëàññè�èêàöèè áóäåò �îðìóëèðîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−→x ∈ Ai, åñëè

{
di(

−→x ) > 0,

dj(
−→x ) ≤ 0, äëÿ ∀j 6= i.

(170)

Ïðåäëàãàåìîå ïðàâèëî êëàññè�èêàöèè íå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ (à íå òîëü-

êî äëÿ òî÷åê ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöàì di(
−→x ) = 0). Òàêèå îáëàñòè íàçû-

âàþò îáëàñòÿìè íåïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ (ÎÍ�). Òåì íå ìåíåå, íàõîæäåíèå

êëàññè�èöèðóåìîãî îáúåêòà â íåêîòîðûõ èç ÎÍ� ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü

åãî ïðèíàäëåæíîñòü ê îïðåäåë¼ííîìó êëàññó, ò.å. ÷àñòè÷íî ðåøèòü çàäà-

÷ó êëàññè�èêàöèè.

Ñëó÷àé II. (Ïîïàðíîé ðàçäåëèìîñòè êëàññîâ). Êàæäûé èç M êëàñ-

ñîâ îòäåëÿåòñÿ îò êàæäîãî èç îñòàëüíûõ êëàññîâ èíäèâèäóàëüíîé ðàç-

äåëÿþùåé �óíêöèåé dij(
−→x ) (ðèñ. 26-II). �ðàíèöà ìåæäó êëàññàìè Ai è

Aj îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì dij(
−→x ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòäåëåíèÿ

îáúåêòîâ êàêîãî-ëèáî êëàññà îò îñòàëüíûõ òðåáóåòñÿ (M − 1) äèñêðèìè-

íàíòíàÿ �óíêöèÿ. Ïðàâèëî êëàññè�èêàöèè áóäåò èìåòü âèä:

−→x ∈ Ai, åñëè dij(
−→x ) > 0, äëÿ ∀j 6= i. (171)

Â öåëîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññè�èêàöèè òðåáóåòñÿM(M−1) ËÄÔ.

Ñ ó÷åòîì, ÷òî ðàçäåëÿþùèå �óíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì àíòèñèììåò-

ðèè dij = −di,j, îáùåå èõ êîëè÷åñòâî ìîæíî óìåíüøèòü âäâîå. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ÎÍ� â ñëó÷àå ïîïàðíîé ðàçäåëèìîñòè êëàññîâ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé òîëüêî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî (è, ðàçóìååòñÿ, ñàìè ãðàíè-

öû).
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Ñëó÷àé III. (Îáùèé ñëó÷àé ðàçäåëèìîñòè êëàññîâ.) Äëÿ êàæäîãî èç

M êëàññîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñâîþ äèñêðèìèíàíòíóþ �óíêöèþ di(
−→x ) .

Ïðàâèëî êëàññè�èêàöèè çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−→x ∈ Ai, åñëè di(
−→x ) > dj(

−→x ), äëÿ ∀j 6= i. (172)

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà ê i-ìó

êëàññó òðåáóåòñÿ, ÷òîáû çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè áûëî áîëü-

øå, ÷åì çíà÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ äèñêðèìèíàíòíûõ �óíêöèé. Ýòîò ñëó-

÷àé íàèáîëåå îáùèé, îäíàêî îí íå èìååò íàãëÿäíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ËÄÔ. Åñëè ïîëîæèòü dij(
−→x ) = di(

−→x )−dj(
−→x ), òî âèä-

íî, ÷òî äàííûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ñëó÷àÿ II. Ïðè âû-

áîðå äèñêðèìèíàíòíûõ �óíêöèé òàêîãî âèäà, ÎÍ� ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî

ñàìèì ãðàíèöàì ìåæäó êëàññàìè (ðèñ. 26-III).

Åñëè êàêîé-ëèáî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òðåõ ñëó÷àåâ âûáîðà äèñ-

êðèìèíàíòíûõ �óíêöèé ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ, òî ãî-

âîðÿò, ÷òî êëàññû ëèíåéíî ðàçäåëèìû.

Êëàññè�èêàöèÿ ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ

Ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è ðàñïîçíà-

âàíèÿ îáúåêòîâ. Îáùàÿ èäåÿ ðàñïîçíàâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òîì, ÷òî ëþ-

áîé îáúåêò

−→x áóäåò îòíîñèòüñÿ ê òîìó èç êëàññîâ Ai ðàññòîÿíèå äî êî-

òîðîãî ìèíèìàëüíî:

−→x ∈ Ai, åñëè d(−→x , Ai) < d(−→x , Aj), äëÿ ∀j 6= i. (173)

Ïðè÷åì â êà÷åñòâå d(−→x , A) ìîæíî âûáðàòü ëþáîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå

ìîæíî îïðåäåëèòü â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Êðèòåðèåì îáîñíîâàííî-

ñòè âûáîðà ñëóæèò òîëüêî êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëü-

òàòå åãî ïðèìåíåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ íàçûâàåòñÿ ïðàâè-

ëî áëèæàéøåãî ñîñåäà èëè 1ÁÑ-ïðàâèëî: êàæäûé îáúåêò áóäåò îò-

íîñèòüñÿ ê òîìó êëàññó, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ åãî áëèæàéøèé ñîñåä.

Ïðè÷åì ïîä ñîñåäÿìè ìîãóò ïîíèìàòüñÿ êàê èñõîäíûå îáúåêòû êëàñ-

ñîâ, òàê è íåêîòîðûå ýòàëîííûå îáúåêòû (íàïðèìåð, öåíòðû êëàññîâ).

Àëãîðèòì áëèæàéøåãî ñîñåäà ìîæíî îáîáùèòü íà qÁÑ-ïðàâèëî: îïðå-

äåëÿåòñÿ q áëèæàéøèõ ê îáúåêòó

−→x ñîñåäåé è ñàì îáúåêò çàíîñèòñÿ â

òîò êëàññ, ê êîòîðîìó oòíîñèòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî åãî ñîñåäåé èç ïîëó-

÷åííîé ãðóïïû. Â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ îáúåêòîâ óäîáíî, ÷òîáû q áûëî
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�èñ. 27. Ïîñòðîåíèå ËÄÔ ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ

íå÷åòíîå. Íåäîñòàòîê ïîäîáíûõ ìåòîäîâ â òîì, ÷òî êàæäûé ðàç òðåáóåò-

ñÿ âû÷èñëÿòü âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âíîâü êëàññè�èöèðóåìûì îáúåêòîì

è îáúåêòàìè ïðåäñòàâëÿþùèìè êëàññû, à èõ ÷èñëî ìîæåò áûòü î÷åíü âå-

ëèêî. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñòðîåíèå äèñêðèìèíàíòíûõ �óíêöèé äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññè�èêàöèè áóäåò ïðåäïî÷òèòåëüíåé, ïîñêîëüêó îíè

ñòðîÿòñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå òîëüêî îäèí ðàç.

�àññìîòðèì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ äèñêðèìèíàíòíóþ �óí-

êèþ äëÿ êëàññè�èêàöèè äâóõ êëàññîâ îáúåêòîâ A1 è A2. Ïîñêîëüêó ãðà-

íèöà ìåæäó êëàññàìè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ðàçëè÷íûì îáðàçîì, òî

íåîáõîäèìî çàäàòü êàêîå ëèáî óñëîâèå åå îïòèìàëüíîãî ïðîâåäåíèÿ. Çà-

äàäèì ýòî óñëîâèå èç òðåáîâàíèÿ ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ (173). Âûáåðåì

â êà÷åñòâå ýòàëîííûõ ïðåäñòàâèòåëåé öåíòðû êëàññîâ:

−→x (1)
ñð

=
1

N1

N1∑

i=1

−→x (1)
i , −→x (2)

ñð

=
1

N2

N2∑

i=1

−→x (2)
i , (174)

Îïðåäåëèì ãðàíèöó ìåæäó êëàññàìè êàê ëèíèþ (ðèñ. 27), êàæäàÿ òî÷êà

êîòîðîé íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ýòàëîííûõ ïðåäñòàâèòå-

ëåé êëàññîâ. Óðàâíåíèå òàêîé ëèíèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðàâåíñòâà

d(−→x ,−→x (1)
ñð

) = d(−→x ,−→x (2)
ñð

). (175)

�àññìîòðèì ñëó÷àé åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ïðèçíàêîâ {x1, x2}:
√
(x1 − x

(1)
1,ñð)

2 + (x2 − x
(1)
2,ñð)

2 =

√
(x1 − x

(2)
1,ñð)

2 + (x2 − x
(2)
2,ñð)

2
(176)
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Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò,ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèâåäÿ ïîäîá-

íûå, ïîëó÷èì:

{
[(x

(1)
1,ñð)

2 + (x
(1)
2,ñð)

2]− [(x
(2)
1,ñð)

2 + [x
(2)
2,ñð)

2]
}

+

+2[x
(2)
1,ñð − x

(1)
1,ñð]x1 + 2[x

(2)
2,ñð − x

(1)
2,ñð]x2 = 0 . (177)

Âûðàæåíèå (177) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ËÄÔ d(−→x ) = ω0+ω1x1+ω2x2, åñëè

ïîëîæèòü:

ω0 = [(x
(1)
1,ñð)

2 − (x
(2)
1,ñð)

2] + [(x
(1)
2,ñð)

2 − [x
(2)
2,ñð)

2];

ω1 = 2[x
(2)
1,ñð − x

(1)
1,ñð]; (178)

ω2 = 2[x
(2)
2,ñð − x

(1)
2,ñð].

Â ñëó÷àå n ïðèçíàêîâ êîý��èöèåíòû ËÄÔ âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî:

ω0 =
n∑

l=1

[(x
(1)
l,ñð)

2 − (x
(1)
l,ñð)

2];

ωl = 2[x
(2)
l,ñð − x

(1)
l,ñð].

Èç ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ËÄÔ ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöà ìåæäó êëàññàìè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùå-

ìó ýòàëîíû êëàññîâ (ðèñ. 27-A). Åñëè êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíèì ýòà-

ëîíîì, òî ãðàíèöà ìåæäó êëàññàìè áóäåò íåêîòîðàÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ. Íà

ðèñóíêå 27-B ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà êëàññ A2 çàäàí äâóìÿ ýòàëîííû-

ìè ýëåìåíòàìè. Åñëè ýòàëîííûõ ïðåäñòàâèòåëåé ó êàæäîãî èç êëàññîâ

áîëüøå, òî �îðìà ãðàíèöû áóäåò ñëîæíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ëîìàíîé

ëèíèåé.

Îáó÷åíèå ðàñïîçíàâàíèþ: àëãîðèòì ïåðöåïòðîíà

�àññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïðàâèëà êëàññèêàöèè, îñíî-

âàííûé íå íà êðèòåðèè ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ, à íà òðåáîâàíèè ìèíè-

ìèçàöèè îøèáîê ðàñïîçíàâàíèÿ. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ðàñïîçíà-

âàíèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî çàäàåòñÿ, ïðîèçâîëüíàÿ äèñ-

êðèìèíàíòíàÿ �óíêöèÿ è â ïðîöåññå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåäúÿâëåíèÿ

ýëåìåíòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè ïðîèçâîäèòñÿ èñïðàâëåíèå âåñîâûõ êî-

ý��èöèåíòîâ, â çàâèñèìîñòè îò ïðàâèëüíîãî èëè îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ.
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�èñ. 28. Ñõåìà ïåðöåïòðîíà

Êàê ïðàâèëî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ýëåìåíòû îáó-

÷àþùåé âûáîðêè äîëæíû ïðåäúÿâëÿòüñÿ íåîäíîêðàòíî. Äëÿ âåðè�èêà-

öèè ïîëó÷åííîãî ïðàâèëà êëàññè�èêàöèè ïðåäúÿâëÿþòñÿ îáúåêòû, íå

âõîäÿùèå â îáó÷àþùóþ âûáîðêó (âåðè�èöèðóþùàÿ âûáîðêà): åñëè êî-

ëè÷åñòâî îøèáîê ìèíèìàëüíî è êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò

ïîñòàâëåííûì öåëÿì, òî îáó÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíûì. Îáùàÿ ñòðàòå-

ãèÿ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ ñòðîèòñÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè.

Ïåðâûå óñòðîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå êëàññè�èöèðîâàòü îáúåêòû ïîñëå

ïðîöåññà îáó÷åíèÿ, áûëè ïðåäëîæåíû Ô.�îçåíáëàòòîì â 1959 ãîäó è íà-

çâàíû ïåðöåïòðîíàìè (îò ëàòèíñêîãî perepio � âîñïðèÿòèå) è áûëè

ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðàñïîçíàâíèÿ çðèòåëüíûõ îáúåêòîâ. Óñòðîéñòâî ñî-

ñòîèò èç äâóõ ñëîåâ äàò÷èêîâ (ðèñ. 28) è ðåøàþùåãî óñòðîéñòâà. Ñëîé

ñåíñîðíûõ ýëåìåíòîâ S ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñîåäèíåí ñ àññîöèàòèâíûìè

ýëåìåíòàìè A. Ñåíñîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå èçìåðèòåëüíûå

óñòðîéñòâà (íàïðèìåð, �îòîäèîäû), ïîçâîëÿþùèå âîñïðèíèìàòü �èçè÷å-

ñêèé ñèãíàë èç âíåøíåé ñðåäû. Êàæäûé àññîöèàòèâíûé ýëåìåíò âîñïðî-

èçâîäèò âûõîäíîé ñèãíàë xi, åñëè äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ñåíñîðîâ, ñîåäèíåí-

íûõ ñ íèì, íàõîäèòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. �åàêöèÿ ðåøàþùåãî

óñòðîéñòâà R ñèñòåìû íà ïðåäúÿâëåííûé îáúåêò ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå

âêëàäîâ àññîöèàòèâíûõ ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ ñ îïðåäåëåííûìè âåñàìè ωi.

Îáó÷åíèå çàêëþ÷àåòñÿ è ïîäáîðå âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ ωi òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû âûõîäíîé ñèãíàë ïðèíèìàë ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè

ïðåäúÿâëåíèè îáúåêòîâ îäíîãî êëàññà è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ

îáúåêòîâ äðóãîãî êëàññà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âûõîäíîé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ

íàïðÿæåíèåì, òî â êà÷åñòâå ðåãóëÿòîðîâ âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ ìîæíî

ïðèìåíèòü ðåîñòàòû. Äëÿ ïðàâèëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáó÷àþùóþ âû-

áîðêó ïðåäúÿâëÿþò ìíîãîêðàòíî, äîáèâàÿñü òîãî, ÷òîáû ñâåñòè ê ìèíè-
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ìóìó îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ.

�àññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ðåàëèçóþùèé àëãîðèòì ïåðöåï-

òðîíà. Ïóñòü çàäàíî îáó÷àþùåå ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå êëàññû A1

è A2 è ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ �óíêöèÿ d(−→x ):

d(−→x ) =

n∑

i=0

ωT
i xi. (179)

Ïîä ïðîèçâîëüíûì çàäàíèåì ËÄÔ ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå çàäàíèå

âåêòîðà âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ

−→ω (1) íà ïåðâîì øàãå ïðîöåäóðû îáó-

÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè ýòî ìîæåò âåêòîð ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ïðèçíàêîâ.

Ïðåäúÿâèì ïåðâûé îáúåêò

−→x (1) èç îáó÷àþùåé âûáîðêè äëÿ ðàñïîçíà-
âàíèÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè îí ïðèíàäëåæèò êëàññó A1. Ïðàâèëü-

íîå åãî ðàñïîçíàâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè äèñêðè-

ìèíàíòíîé �óíêöèè äëÿ äàííîãî îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

−→x (1) ∈
A1 è â òî æå âðåìÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

−→ω T (1)−→x (1) > 0, òî äèñêðèìè-
íàíòíàÿ �óíêöèÿ (179) ïðàâèëüíî ðàñïîçíàåò îáúåêò

−→x (1) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, åå äîîáó÷åíèå íå òðåáóåòñÿ, ò.å. âåêòîð âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ

îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå îáó÷åíèÿ

−→ω (2) = −→ω (1).
Åñëè æå

−→x (1) ∈ A1 è â òî æå âðåìÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
−→ω T (1)−→x (1) ≤

0, òî òàêàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ �óíêöèÿ íåïðàâèëüíî ðàñïîçíàåò îáúåêò

−→x (1) è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ −→ω (1) íóæíî èç-

ìåíèòü òàê (äîîáó÷èòü), ÷òîáû çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè óâå-

ëè÷èëîñü. Íàïðèìåð, èçìåíèòü âåêòîð âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

−→ω (2) = −→ω (1) + c−→x (1), ãäå c � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
êîððåêòèðóþùåå ïðèðàùåíèå. Òàêîå èçìåíåíèå âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáó÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

−→ω T (2)−→x (1) = (−→ω T (1) + c−→x T (1))−→x (1) = −→ω T (1)−→x (1)︸ ︷︷ ︸
≤0

+c−→x T (1)−→x (1)︸ ︷︷ ︸
>0

.

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè äëÿ íåâåðíî ðàñïîçíà-

âàåìîãî îáúåêòà ñòàëî áîëüøå, ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óëó÷-

øåíèå ðàñïîçíàâàíèÿ, ò.å. îáó÷åíèå.

Åñëè îáúåêò ïðèíàäëåæèò êëàññó A2, òî ïðàâèëüíîå åãî ðàñïîçíàâà-

íèå çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

−→ω T (1)−→x (1) < 0 è äîîáó÷åíèå

äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè â ýòîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ

−→ω (2) = −→ω (1).

Åñëè æå

−→x (1) ∈ A2 è â òî æå âðåìÿ
−→ω T (1)−→x (1) > 0, òî òàêàÿ äèñêðèìè-

íàíòíàÿ �óíêöèÿ íåïðàâèëüíî ðàñïîçíàåò îáúåêò

−→x (1) è åå íåîáõîäè-
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ìî äîîáó÷èòü, ÷òîáû çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè óìåíüøèëîñü:

−→ω (2) = −→ω (1)− c−→x (1).
Äàëåå ïðåäúÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé îáúåêò îáó÷àþùåé âûáîðêè

−→x (2) è

ïðîöåäóðà êîððåêöèè âåñîâ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïåðåáå-

ðóòñÿ âñå îáúåêòû îáó÷àþùåé âûáîðêè. Îáó÷åíèå çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà

ïîëó÷åííàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ �óíêöèÿ áóäåò ïðàâèëüíî êëàññè�èöèðî-

âàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè. Êàê ïðà-

âèëî, ïðèõîäèòñÿ íåîäíîêðàòíî ïðåäúÿâëÿòü îáó÷àþùóþ âûáîðêó äëÿ

ïîñòðîåíèÿ õîðîøåé ðåøàþùåé �óíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì ïåð-

öåïòðîíà ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé, åñëè êëàññû ëèíåéíî ðàç-

äåëèìû.

Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ �îð-

ìà àëãîðèòìà ïåðöåïòðîíà. Åñëè óìíîæèòü ïðèçíàêè îáúåêòîâ âòîðîãî

êëàññà íà −1, òî ïðîöåäóðà êîððåêöèè âåñîâ íà (k)-ì øàãå îáó÷åíèÿ

áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì:

−→ω (k + 1) =

{ −→ω (k), åñëè

−→ω T (k)−→x (k) > 0
−→ω (k) + c−→x (k), åñëè

−→ω T (k)−→x (k) ≤ 0
(180)

âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ê êàêîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò îáúåêò.

Âàðüèðóÿ âûáîð êîððåêòèðóþùåãî ïðèðàùåíèÿ c, ïîëó÷àþò ðàçëè÷-
íûå ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà ïåðöåïòðîíà:

Àëãîðèòì �èêñèðîâàííîãî ïðèðàùåíèÿ. Íà êàæäîì øàãå ïðîöå-

äóðû îáó÷åíèÿ âåëè÷èíó êîððåêòèðóþùåãî ïðèðàùåíèÿ îñòàâëÿþò

íåèçìåííîé c = const. Åñëè âåëè÷èíà âûáðàíà íåóäà÷íî, òî ðåçóëü-

òàò îáó÷åíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîïòèìàëüíûì.

Àëãîðèòì êîððåêöèè àáñîëþòíîé âåëè÷èíû. Íà êàæäîì øàãå èòå-

ðàöèîííîé ïðîöåäóðû c âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü

ïðàâèëüíóþ êëàññè�èêàöèþ îáúåêòà ïîñëå êîððåêöèè âåñîâ, ò.å òðå-

áóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

−→ω (k)+c−→x (k) > 0. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü

çàäàâàÿ â êà÷åñòâå c ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

c >
|−→ω T (k)−→x (k)|
−→x T (k)−→x (k)

.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ïðîöåäóðà îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü

æåñòêîé, â ñìûñëå áîëüøèõ èçìåíåíèé äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè

íà îòäåëüíûõ øàãàõ îáó÷åíèÿ, ÷òî ìîæåò íå ïîçâîëèòü ïîëó÷èòü

íàèëó÷øóþ ËÄÔ äëÿ ñëó÷àåâ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ êëàññîâ îáú-

åêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè.
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Àëãîðèòì äðîáíîé êîððåêöèè. Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîé ïðî-

öåäóðû c âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ:

c = λ
|−→ω T (k)−→x (k)|
−→x T (k)−→x (k)

,

ò.å. âåëè÷èíà äîîáó÷åíèÿ ËÄÔ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå îòêëî-

íåíèÿ íåïðàâèëüíî ðàñïîçíàâàåìîãî îáúåêòà îò ñîîòâåòñòâóþùåãî

êëàññà. Îáû÷íî âåëè÷èíà λ çàäàåòñÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî 2.

Â àëãîðèòìàõ êîððåêöèè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà âåñîâ

−→ω íåëü-

çÿ èñïîëüçîâàòü íóëåâîé âåêòîð.

�àññìîòðèì àëãîðèòì ïåðöåïòðîíà â ñëó÷àå îáó÷åíèÿ äëÿ îáúåêòîâ,

îòíîñÿùèõñÿ ê Ì ðàçëè÷íûì êëàññàì. Â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå îáó÷åíèå

ðàñïîçíàâàíèþ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â íàõîæäåíèè M äèñêðèìèíàíòíûõ

�óíêöèé di(
−→x ) òàêèõ, ÷òî

−→x ∈ Ai, åñëè di(
−→x ) > dj(

−→x ), äëÿ ∀j 6= i. (181)

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùèõ øàãàõ:

1. Çàäàþòñÿ ïðîèçâîëüíî Ì âåêòîðîâ âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ

−→ω i, i =
1,M äèñêðèìèíàííòûõ �óíêöèé:

di(
−→x ) =

n∑

j=0

ωT
ijxj =

−→ω T
i
−→x . (182)

2. Íà k-ì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû âû÷èñëÿþòñÿ M äèñêðèìè-

íàíòíûõ �óíêöèé:

di(
−→x (k)) = −→ω T

i (k)
−→x (k). (183)

3. Ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà îáó÷åíèÿ.

Åñëè

−→x (k) ∈ Ai è di(
−→x (k)) > dj(

−→x (k)) äëÿ ∀j 6= i, òî âåñîâûå

êîý��èöèåíòû âñåõ äèñêðèìèíàíòíûõ �óíöèé íå èçìåíÿþòñÿ:

−→ω l(k + 1) = −→ω l(k), l = 1,M.

Åñëè äëÿ l-ÿ äèñêðèìèíàíòíîé �óíêöèè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå di(
−→x (k)) <

dl(
−→x (k)), òî ïðîèçâîäèòñÿ êîððåêöèÿ âåñîâ êàê i-é òàê è l-é äèñêðè-

ìèíàíòíûõ �óíêöèé:

−→ω i(k + 1) = −→ω i(k) + c−→x (k),
−→ω l(k + 1) = −→ω l(k)− c−→x (k).

(184)
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Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè êëàññîâ äàííûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî îøèáîê ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Êëàñòåðèçàöèÿ. Îöåíêà êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè

Â ñëó÷àå îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ �áåç ó÷èòåëÿ� íåèçâåñòíî êîëè÷å-

ñòâî êëàññîâ, êîòîðîå ìîæåò ñîäåðæàòü îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Ïîýòîìó

òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â

çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ìåðû áëèçîñòè îáúåêòîâ, àëãîðèòìà

êëàññè�èêàöèè è ò.ï., ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàçáèåíèÿ

èñõîäíîé âûáîðêè íà îòäåëüíûå ïîäãðóïïû. Ïðè÷åì ìîæåò ïîëó÷àòü-

ñÿ êàê ðàçëè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå îáúåêòîâ ïî ãðóïïàì, òàê è ðàçëè÷íîå

êîëè÷åñòâî ñàìèõ ãðóïï. Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå îáó÷àþùåé âûáîðêè

â âèäå íåêîòîðûõ ïîäãðóïï îáúåêòîâ íàçûâàåòñÿ êëàñòåðèçàöèåé, à

ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, îáúåäèíåííûõ ïî êàêîìó-ëèáî íàáîðó ñâîéñòâ èëè

ïðàâèëó íàçûâàåòñÿ êëàñòåðîì.

Íåòðóäíî óâèäåòü áëèçîñòü ïîíÿòèé êëàñòåðà è êëàññà îáúåêòîâ. Òåì

íå ìåíåå, ìåæäó íèìè ìîæíî ïðîâåñòè ÷åòêîå ðàçëè÷èå. Êàê ïðàâèëî,

ïîä êëàññîì ïîíèìàþò íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, îáúåêòèâíî

îòðàæàþùóþ ñóùåñòâî ðåøàåìîé ïðîáëåìû (íàïðèìåð, êëàññû �áîëüíûå

- çäîðîâûå� â çàäà÷å äèàãíîñòèêè çàáîëåâàíèÿ). Â òî âðåìÿ, êàê êëà-

ñòåð � ýòî ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ

íåêîòîðîãî �îðìàëüíîãî àïïàðàòà ãðóïïèðîâêè îáúåêòîâ. Ïðèìåíåíèå

ëþáîãî àëãîðèòìà âñåãäà ïîçâîëèò ðàçáèòü èñõîäíóþ ñîâîêóïíîñòü îáú-

åêòîâ íà îòäåëüíûå ïîäãðóïïû (êëàñòåðû), îäíàêî âîïðîñ îá èõ ÷èñëå,

à òàêæå î ñîîòâåòñòâèè òàêîãî ðàçáèåíèÿ ñóòè ïðîáëåìû òðåáóåò äîïîë-

íèòåëüíîãî îáîñíîâàíèÿ.

Îñíîâíûå âîïðîñû, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîâåäåíèè êëàñòåðíîãî àíàëè-

çà ñëåäóþùèå:

Êàê óñòàíîâèòü ïîäîáèå ýëåìåíòîâ?Ìåðîé ïîäîáèÿ ýëåìåíòîâ

íàèáîëåå åñòåñòâåííî âûáðàòü ðàññòîÿíèå. Åñëè îíî âûáðàíî äîñòàòî÷íî

óäà÷íî, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè âíóòðè îä-

íîãî êëàñòåðà áóäóò ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè

ðàçíûõ êëàñòåðîâ. Çàòåì âûáèðàåòñÿ êàêîé-ëèáî èç àëãîðèòìîâ êëàñòå-

ðèçàöèè. Åñëè êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ íàïåðåä íåèçâåñòíî, òî íóæíî î÷åíü

òùàòåëüíî ïîäõîäèòü ê âûáîðó ïàðàìåòðîâ êëàñòåðèçàöèè, ò.ê. äèàïàçîí
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âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ îò îäíîãî êëàñòåðà (êîãäà

âñå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îäèí êëàññ) äî ñëó÷àÿ, êîãäà êàæäûé

îáúåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòäåëüíûé êëàñòåð. Íà ïîëó÷àåìûå ðåçóëü-

òàòû áóäåò ñóùåñòâåííî ñêàçûâàòüñÿ òàêæå è âûáîð âèäà ðàññòîÿíèÿ.

Íàïðèìåð, åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñå ïðèçíàêè ðàâ-

íîçíà÷íû. Îäíàêî â áèîìåäèöèíñêèõ ñèñòåìàõ òàêîå ðàâíîïðàâèå ïðè-

çíàêîâ âñòðå÷àåòñÿ î÷åíü ðåäêî, ïîñêîëüêó �èçè÷åñêèé è áèîëîãè÷åñêèé

ñìûñë èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, äèàïàçîíû øêàë ðàçëè÷àþòñÿ î÷åíü ñó-

ùåñòâåííî. Êðîìå òîãî, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ âçàèìîçàâèñèìûå ïðèçíàêè,

÷òî òàêæå îòðàæàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ êëàñòåðèçàöèè.

Êàê îöåíèòü êà÷åñòâî ãðóïïèðîâêè? Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðèìå-

íåíèÿ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà êëàñòåðèçàöèè ïîëó÷åíî ðàçáèåíèå èñõîä-

íîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íà êëàñòåðû A1, A2, . . . , AM . Îöåíèòü êà÷åñòâî

ðàçáèåíèÿ ìîæíî, çàäàâ íåêîòîðûé êðèòåðèé êà÷åñòâà R, êîëè÷åñòâåííî
õàðàêòåðèçóþùèé êàæäûé âàðèàíò ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà íà

êëàñòåðû. À çàòåì èç ïîëó÷åííûõ âàðèàíòîâ âûáðàòü òàêîå ðàçáèåíèå,

êîòîðîå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ. Íàè-

áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ

êðèòåðèé ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: îáùàÿ ñóììà äèñïåðñèé, ò.å. ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ïðè-

çíàêîâ âñåõ îáúåêòîâ, âõîäÿùèõ â êëàñòåðû îò ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðîâ

êëàñòåðîâ, äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíà:

R =

M∑

j=1

Nj∑

i=1

(−→x (j)
i −−→x (j)

p

)2 → min, (185)

ãäå Nj � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, îòíåñåííûõ ê j-ìó êëàñòåðó, −→x (j)
p

� öåíòð

j-ãî êëàñòåðà.
Âåëè÷èíà R áóäåò çàâèñåòü êàê îò êîëè÷åñòâà, òàê è îò ñîñòàâà êëà-

ñòåðîâ, è çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè êëàñòåðîâ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü R. �åøåíèå òàêîé çàäà÷è âñåãäà ñóùåñòâóåò è

ìîæåò áûòü íàéäåíî, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðîñòûì ïåðåáîðîì âàðèàíòîâ.

Ìîæíî îïðåäåëèòü êðèòåðèé êà÷åñòâà è äðóãèìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð,

êàê:

• ìèíèìóì ñóìì ñðåäíèõ êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó îáðàçàìè â

êëàñòåðàõ;

• ìàêñèìóì ñóìì ñðåäíèõ êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó îáðàçàìè,
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ïðèíàäëåæàùèìè ðàçëè÷íûì êëàñòåðàì.

Ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åíî íàèëó÷øåå, ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçóåìî-

ãî àëãîðèòìà êëàñòåðèçàöèè è êðèòåðèÿ êà÷åñòâà, ðàçáèåíèå èñõîäíî-

ãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íà êëàñòåðû, òðåáóåòñÿ îöåíèòü íàñêîëüêî õî-

ðîøî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò öåëè ðàñïîçíàâàíèÿ. Åñëè

àïðèîðíî èçâåñòíî ñêîëüêî êëàññîâ îáúåêòîâ è êàêèå îáúåêòû ê êàêèì

êëàññàì îòíîñÿòñÿ, òî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà áûâàåò

äîñòàòî÷íî îöåíèòü ïðîöåíò ïðàâèëüíîãî ðàçíåñåíèÿ îáúåêòîâ ïî êëà-

ñòåðàì. �îðàçäî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à îöåíêè ý��åêòèâíîñòè èñïîëüçî-

âàíèÿ àëãîðèòìà êëàñòåðèçàöèè âîçíèêàåò åñëè íè êîëè÷åñòâî êëàññîâ,

íè ðàñïðåäåëåíèå îáúåêòîâ ïî êëàññàì íåèçâåñòíî. Òðóäíîñòü çàêëþ÷à-

åòñÿ â òîì, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ îáúåêò,

íåâîçìîæíî çðèòåëüíî ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû êëàñòåðèçàöèè. Ïîýòî-

ìó ïðèìåíÿþòñÿ íåêîòîðûå ñõåìû îöåíîê, êîòîðûå êîñâåííî ïîçâîëÿþò

ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ðàñïîëîæåíèè êëàñòåðîâ â ïðîñòðàíñòâå ïðè-

çíàêîâ. Â êà÷åñòâå òàêèõ îöåíîê èñïîëüçóþò ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

êëàñòåðîâ. Èìè ìîãóò áûòü.

�àññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êëàñòåðîâ. Ïóñòü ìàòðèöà ðàññòîÿíèé

ìåæäó öåíòðàìè ïÿòè êëàñòåðîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðåàëèçà-

öèè íåêîòîðîãî àëãîðèòìà èìååò âèä.

Êëàñòåðû A1 A2 A3 A4 A5

A1 0 4 15 5 30

A2 4 0 12 3 41

A3 15 12 0 14 35

A4 5 3 14 0 50

A5 30 41 35 50 0

Àíàëèçèðóÿ âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëàñòåðàìè, ìîæíî ñäå-

ëàòü âûâîä, ÷òî öåíòðû êëàñòåðîâ A1, A2, A4 ðàñïîëîæåíû ñðàâ-

íèòåëüíî áëèçêî äðóã ê äðóãó, à êëàñòåð A5 íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî

äàëåêî îò îñòàëüíûõ, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðîâåðèòü, íå ÿâëÿþòñÿ ëè

ïîëó÷åííûå ãðóïïû êëàñòåðîâ ýëåìåíòàìè èñòèííîãî îïèñàíèÿ.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êëàñòåðå. Åñëè äâà êëàñòåðà íàõîäÿòñÿ äî-

ñòàòî÷íî áëèçêî äðóã îò äðóãà, ïðè÷åì ýëåìåíòîâ â îäíîì ãîðàçäî

ìåíüøå, ÷åì â äðóãîì, òî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü èõ îáú-

åäèíåíèÿ â îäèí êëàñòåð. Åñëè êëàñòåð, óäàëåííûé îò îñòàëüíûõ ñî-

äåðæèò ìàëî îáúåêòîâ, òî âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè äîâîäû â ïîëüçó
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øóìà èëè îøèáîê èçìåðåíèÿ, õîòÿ íåëüçÿ èñêëþ÷àòü, ÷òî ýòî ìîæåò

áûòü è ñóùåñòâåííûé, íî ðåäêî âñòðå÷àþùèéñÿ ýëåìåíò èñòèííîãî

îïèñàíèÿ.

Âàðèàáåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé îáúåêòîâ êëàñòåðà. Àíàëèç âåëè÷è-

íû äèñïåðñèé ïðèçíàêîâ ïîçâîëÿåò ñóäèòü î �îðìå îáëàñòè çàíèìà-

åìîé êëàñòåðîì. Íàïðèìåð, äèñïåðñèè êëàñòåðîâ A1 è A2 ñîñòàâëÿ-

þò:

Êëàñòåðû σ2
1 σ2

2 σ2
3 σ2

4

A1 1,2 0,9 0,7 1.0

A2 3,5 4,4 17,6 2,8

Ïîñêîëüêó, êàæäàÿ êîìïîíåíòà äèñïåðñèè ïîêàçûâàåò ðàññåÿíèå âäîëü

ñîîòâåòñòâóþùåé îñè, âèäíî, ÷òî îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ êëàñòåðîì A1

ïî �îðìå áëèçêà ê ñ�åðå â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à îáëàñòü

êëàñòåðà A2 âûòÿíóòà âäîëü òðåòüåé êîîðäèíàòû. Âîçìîæíî, ïîäîá-

íàÿ èí�îðìàöèÿ áóäåò ïîëåçíà ïðè îöåíêå êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè.

Îöåíêà âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè êëàñòåðà. Ïðåä-

ñòàâëåíèå î áëèæàéøåì è íàèáîëåå óäàëåííîì îáúåêòå îò öåíòðà

êëàñòåðà, íàõîæäåííèå íàèáîëåå óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà îáúåê-

òîâ � âñå ýòî ïîçâîëÿåò ëó÷øå îöåíèâàòü ðåçóëüòàòû êëàñòåðíîãî

àíàëèçà.

Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

Â öåëîì, çàäà÷ó êëàñòåðèçàöèè óäîáíî ðåøàòü â ðåæèìå äèàëîãà: îöå-

íèâ íå�îðìàëüíî ðåçóëüòàòû íà êàêîì-ëèáî øàãå, ââåñòè íîâûå òðåáî-

âàíèÿ ê êà÷åñòâó êëàñòåðèçàöèè, èçìåíèòü ïàðàìåòðû àëãîðèòìà êëà-

ñòåðèçàöèè è ò.ä., äî ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîãî ðåçóëüòàòà ñ òî÷êè çðåíèÿ

ïîñòàâëåííîé öåëè.

Ïóñòü

−→x1,
−→x2, . . . ,

−→xm � ìíîæåñòâî íåêëàññè�èöèðîâàííûõ îáúåêòîâ.

Òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè èõ êëàñòåðèçàöèþ (êëàññè�èêàöèþ), ò.å. îïðåäåëèòü,

êàêèå îáúåêòû îáðàçóþò îòäåëüíûå êëàñòåðû. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:

1) êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ, ïî êîòîðûì ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü èñõîäíûå

îáúåêòû íåèçâåñòíî è áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñàìîé ïðîöåäóðîé êëàñòåðè-

çàöèè; 2) êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ çàðàíåå çàäàíî.

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòûå àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè.
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Àëãîðèòì ïîðîãîâîãî ðàññòîÿíèÿ.

1. Çàäàäèì íåêîòîðîå ïîðîãîâîå ðàññòîÿíèå ρ0.

2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà îáúåêòîâ. Ïóñòü ýòî

áóäåò

−→x1 è íàçíà÷èì åãî öåíòðîì ïåðâîãî êëàñòåðà:

−→x (1)
p

= −→x1.

3. Âû÷èñëÿåì ðàññòîÿíèå îò âòîðîãî îáúåêòà äî öåíòðà ïåðâîãî

êëàñòåðà d(−→x2,
−→x (1)

p

).

Åñëè d(−→x2,
−→x (1)

p

) ≤ ρ0, òî áóäåì îòíîñèòü îáúåêò

−→x2 ê ïåðâîìó

êëàñòåðó

−→x2 ∈ A1;

åñëè d(−→x2,
−→x (1)

p

) > ρ0, òî íàçíà÷èì
−→x2 öåíòðîì öåíòðîì âòîðîãî

êëàñòåðà A2:
−→x (2)

p

= −→x2.

4. Âû÷èñëÿåì ðàññòîÿíèÿ îò ñëåäóþùåãî îáúåêòà äî öåíòðîâ êëà-

ñòåðîâ d(−→x3,
−→x (1)

p

), d(−→x3,
−→x (2)

p

).

Åñëè d(−→x3,
−→x (i)

p

) > ρ0, i = 1, 2, òî íàçíà÷èì −→x3 öåíòðîì öåíòðîì

òðåòüåãî êëàñòåðà A3:
−→x (3)

p

= −→x3, èíà÷å êëàññè�èöèðóåì îáúåêò

ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ, ò.å. áóäåì îòíîñèòü îáúåêò

−→x3 ê òîìó êëàñòåðó, ðàññòîÿíèå äî öåíòðà êîòîðîãî ìåíüøå.

5. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ îáúåêòîâ.

�åçóëüòàòû êëàñòåðèçàöèè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò êàê îò âûáîðà ïåð-

âîãî ýëåìåíòà, òàê è îò âûáîðà ïîðîãîâîãî ðàññòîÿíèÿ. Ïðè ìàëîé

âåëè÷èíå ρ0 êàæäûé îáúåêò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòäåëüíûé
êëàñòåð, à ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè ρ0, âñÿ èññëåäóåìàÿ ñîâîêóïíîñòü

áóäåò îáðàçîâûâàòü îäèí êëàñòåð. Ïîýòîìó ïîðîãîâîå ðàññòîÿíèå

äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì òèïè÷íûå âíóòðèêëàñòåðíûå ðàññòîÿíèÿ,

íî ìåíüøå ÷åì òèïè÷íûå ìåæêëàñòåðíûå ðàññòîÿíèÿ.

Íà ïðàêòèêå ïðîâîäÿò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ êëàñòåðèçàöèè ìåòîäîì

ïîðîãîâîãî ðàññòîÿíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ρ0, ðàçëè÷íûì âû-

áîðîì íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáõîäà îáúåêòîâ ñ

ïîñëåäóþùèì àíàëèçîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî çàäàííîìó êðè-

òåðèþ îïòèìèçàöèè. Óäîáñòâî èñïîëüçóåìîé ïðîöåäóðû êëàñòåðèçà-

öèè â áûñòðîòå ïðåäâàðèòåëüíîé êëàññè�èêàöèè: äîñòàòî÷íî îäèí

ðàç ïðåäúÿâèòü êàæäûé îáúåêò èç èñõîäíîé âûáîðêè äëÿ ðàçáèåíèÿ

âñåãî ìíîæåñòâà íà êëàñòåðû.

Àëãîðèòì ìàêñèìèííîãî ðàññòîÿíèÿ.
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1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà îáúåêòîâ. Ïóñòü ýòî

áóäåò

−→x1 è íàçíà÷èì åãî öåíòðîì ïåðâîãî êëàñòåðà:

−→x (1)
p

= −→x1.

2. Íàõîäèì îáúåêò

−→xi , íàèáîëåå óäàëåííûé îò îò öåíòðà ïåðâîãî

êëàñòåðà max
i

d(−→xi ,
−→x (1)

p

) è íàçíà÷èì åãî öåíòðîì âòîðîãî êëà-

ñòåðà

−→x (2)
p

= −→xi .

3. Âû÷èñëÿåì ïàðû ðàññòîÿíèé îò îñòàâøèõñÿ îáúåêòîâ äî öåí-

òðîâ ïîëó÷åííûõ êëàñòåðîâ: d(−→xj ,
−→x (1)

p

), d(−→xj ,
−→x (2)

p

), j = 1, m.

4. Â êàæäîé ïàðå íàõîäèòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèåmin
i
{d(−→xj ,

−→x (i)
p

)}.
5. Èç ïîëó÷åííûõ ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëü-

íîå: max
j

min
i
{d(−→xj ,

−→x (i)
p

)}.

6. Åñëè max
j

min
i
{d(−→xj ,

−→x (i)
p

)} > 1
2d(

−→x (1)
p

,−→x (2)
p

), òî îáúåêò

−→xj íà-

çíà÷àåòñÿ öåíòðîì òðåòüåãî êëàñòåðà

−→x (3)
p

= −→xj , è ïðîöåäóðà

êëàñòåðèçàöèè ïîâòîðÿåòñÿ ñ ïóíêòà 3 óæå äëÿ öåíòðàëüíûõ

ýëåìåíòîâ òðåõ êëàñòåðîâ;

Åñëè max
j

min
i
{d(−→xj ,

−→x (i)
p

)} ≤ 1
2d(

−→x (1)
p

,−→x (2)
p

), òî âñå îñòàâøèåñÿ

îáúåêòû îòíîñÿò ê êëàñòåðàì èñõîäÿ èç ïðèíöèïà ìèíèìóìà

ðàññòîÿíèÿ.

Èíîãäà â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî âíóòðèêëàñòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ âû-

áèðàþò íå ïîëîâèíó ìàêñèìèííîãî ðàññòîÿíèÿ, à êàêóþ-ëèáî äðó-

ãóþ äîëþ, íàïðèìåð, îäíó òðåòü. �åçóëüòàòû êëàñòåðèçàöèè áóäóò

çàâèñåòü òàêæå îò âûáîðà ïåðâîãî ýëåìåíòà.

Àëãîðèòì K-ãðóïïîâûõ ñðåäíèõ

Â ïðåäûäóùèõ àëãîðèòìàõ êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ

èñõîäíóþ âûáîðêó, îïðåäåëÿëîñü â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ñàìîé ïðî-

öåäóðû êëàñòåðèçàöèè. Â àëãîðèòìå K-ãðóïïîâûõ ñðåäíèõ ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ, íà êîòîðîå ñëåäóåò ðàçáèòü

èñõîäíóþ âûáîðêó èçâåñòíî çàðàíåå. Äåéñòâèå àëãîðèòìà îñíîâàíî

íà ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà � ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

âñåõ îáúåêòîâ âõîäÿùèõ â êëàñòåð îò öåíòðà êëàñòåðà.

1. Íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû âûáèðàåòñÿ ïðîèç-

âîëüíî K îáúåêòîâ èñõîäíîé âûáîðêè è íàçíà÷àþòñÿ öåíòðà-

ìè êëàñòåðîâ. Ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ïåðâûå K îáúåêòîâ:

−→x (i)
p

(1) = −→xi , i = 1, K.
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2. Âñå îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî êëàñòåðàì íà îñ-

íîâå êðèòåðèÿ ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ:

−→x j ∈ Ai, åñëè d(−→x j,
−→x (i)

p

(1)) < d(−→x j,
−→x (s)

p

(1)), äëÿ ∀s 6= i.

3. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðàçáèåíèÿ îáúåêòîâ íà êëàñòåðû îïðå-

äåëÿþòñÿ íîâûå öåíòðû êëàñòåðîâ:

−→x (i)
p

(2) =
1

Ni

Ni∑

j=1

−→x i
j(1), i = 1, K.

4. Âñå ýëåìåíòû èñõîäíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ñíîâà ïåðåðàñïðå-

äåëÿþòñÿ ïî êëàñòåðàì íà îñíîâå êðèòåðèÿ áëèçîñòè:

−→x j ∈ Ai, åñëè d(−→x j,
−→x (i)

p

(2)) < d(−→x j,
−→x (s)

p

(2)), äëÿ ∀s 6= i.

5. Ïðîöåäóðà êëàñòåðèçàöèè ïîâòîðÿåòñÿ ñ ïóíêòà 3.

Êðèòåðèåì çàâåðøåíèÿ êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ:

−→x (i)
p

(l + 1) = −→x (i)
p

(l), i = 1, K, ò.å. íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå

öåíòðîâ êëàñòåðîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ â ïîëó-

÷àåìûõ ãðóïïàõ îáúåêòîâ. Ïåðåîïðåäåëåíèå öåíòðîâ êëàñòåðîâ òà-

êèì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà. Êà÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè áóäåò çàâèñåòü

îò âûáîðà ïåðâûõ K öåíòðîâ êëàñòåðîâ.

Ïðîöåäóðû èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè.

Èåðàðõè÷åñêèå àëãîðèòìû ïðåäïîëàãàþò âûäåëåíèå êëàññîâ ïóòåì

îáúåäèíåíèÿ îáúåêòîâ íà îñíîâå èõ áëèçîñòè äðóã äðóãó. Ñíà÷àëà

êàæäûé îáúåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòäåëüíûé êëàñòåð, çàòåì äâà

áëèæàéøèõ ïî ðàññòîÿíèþ îáúåêòà îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí êëàñòåð

è çàìåíÿþòñÿ îáúåêòîì îïèñûâàåìûì öåíòðîì ïîëó÷åííîãî êëàñòå-

ðà. Äàëåå ïðîöåäóðà îáúåäèíåíèÿ áëèæàéøèõ îáúåêòîâ ïîâîðÿåòñÿ

ñ ó÷åòîì âíîâü îáðàçîâàííîãî îáúåêòà äî òåõ ïîð, ïîêà âñå îáúåê-

òû íå îáúåäèíÿòñÿ â îäèí êëàñòåð. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî àë-

ãîðèòìîâ èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè: ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà,

ìåòîä äàëüíåãî ñîñåäà, öåíòðîèäíûé ìåòîä, ìåòîä ñðåäíåé ñâÿçè è

ò.ï. �åçóëüòàòû ðàáîòû èåðàðõè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ

â âèäå ãðà�èêîâ-äåíäðîãðàìì ïî îñè àáñöèññ êîòîðûõ, îòêëàäûâà-

þòñÿ íîìåðà îáúåêòîâ, ïî îñè îðäèíàò � çíà÷åíèÿ ìåæêëàñòåðíûõ
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�èñ. 29. Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ

íà òðè êëàñòåðà)

ðàññòîÿíèé d (ðèñ. 29). Èåðàðõè÷åñêèå àëãîðèòìû â ïîäàâëÿþùåì

áîëüøèíñòâå íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ïðîñìîòðà îáúåêòîâ. Ïîñòðîåí-

íîå èåðàðõè÷åñêîå äåðåâî çàâèñèò îò âûáîðà ðàññòîÿíèÿ, à ÷èñëî

êëàñòåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ óðîâíåì íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò �ðàçðåçà-

íèå� äåíäðîãðàììû íà êëàñòåðû.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ïîñòðîéòå ãðà�è÷åñêè ëèíåéíóþ äèñêðèìèíàíòíóþ �óíêöèþ, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ ïðèíöèïó ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ äëÿ äâóõ êëàññîâ îáú-

åêòîâ A1 è A2, ýòàëîííûìè ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè (2,3) è

(-4,6). �àññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà ïåðâûé êëàññ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ

ýòàëîíàìè (2,3) è (3,5).

2. Ïóñòü êëàññ A1 îòäåëÿåòñÿ îò êëàññîâ A2 è A3 ëèíåéíîé äèñêðè-

ìèíàíòíîé �óíêöèåé âèäà d1(x1, x2) = 5 − x1, êëàññ A2 îò êëàññîâ A1

è A3 �óíêöèåé d2(x1, x2) = 10 − x1 + 2x2, êëàññ A3 îò êëàññîâ A1 è A2

�óíêöèåé d3(x1, x2) = −8 + x1 + x2. �ðà�è÷åñêè èçîáðàçèòå îáëàñòè,

îòíîñÿùèåñÿ ê êàæäîìó êëàññó è îáëàñòè íåïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Êëàññè-

�èöèðóéòå îáúåêòû (1,1); (6,7); (0,6); (5,-4).

3. Äëÿ êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå äèñêðèìè-
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íàíòíûå �óíêöèè (I ñëó÷àé ðàçäåëèìîñòè):

d1(
−→x ) = 2x1 + 2x2 − x3 + 4

d2(
−→x ) = 2x1 + x2 − 5

d3(
−→x ) = 3x1 − 4x2 + x3 − 6

Êëàññè�èöèðóéòå îáúåêòû:

−→x 1 = (1, 4,−2), −→x 2 = (0,−1, 0), −→x 3 = (4, 10,−3).
4. Äëÿ êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå äèñêðèìè-

íàíòíûå �óíêöèè (II ñëó÷àé ðàçäåëèìîñòè):

d12(
−→x ) = x1 + x2 + x3

d13(
−→x ) = −2x1 + 4x2 + x3 − 1

d23(
−→x ) = x1 + 2x2 − x3 + 6

Êëàññè�èöèðóéòå îáúåêòû:

−→x 1 = (1, 1, 1), −→x 2 = (−5, 0, 0), −→x 3 = (0,−4, 3).
5. Äëÿ êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå äèñêðèìè-

íàíòíûå �óíêöèè (III ñëó÷àé ðàçäåëèìîñòè):

d1(
−→x ) = 2x1 + x2 + x3 − x4

d2(
−→x ) = −2x1 + 4x2 + x3

d3(
−→x ) = x1 + 2x2 − x3 + 2x4 + 1

Êëàññè�èöèðóéòå îáúåêòû:

−→x 1 = (1, 1, 1, 1), −→x 2 = (−5, 0, 0, 2), −→x 3 = (0, 0,−4, 3).

6. Ïóñòü êëàññ A1 ïðåäñòàâëåí îáúåêòàìè (0,0) è (0,1), à êëàññ A2 îáú-

åêòàìè (1,0) è (1,1). Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ïåðöåïòðîíà îáó÷åíèÿ ðàñïî-

çíàâàíèþ, ïîñòðîéòå ëèíåéíóþ äèñêðèìèíàíòíóþ �óíêöèþ d(x1, x2) =
ω0 + ω1x1 + ω2x2. Ïåðâîíà÷àëüíûé âåêòîð âåñîâ çàäàéòå íóëåâûìè çíà-

÷åíèÿìè.

148



Ëåêöèÿ 12. Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê

çàäà÷àì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ è êëàññè�èêàöèè îáðàçîâ îñ-

íîâàí íà òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ îáúåê-

òîâ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ. Ïîýòîìó, çíàÿ àïðèîðíûå

âåðîÿòíîñòè âñòðå÷àåìîñòè êëàññîâ îáúåêòîâ è âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ â ýòèõ êëàññàõ, ìîæíî ïðèíÿòü ðåøåíèå î

ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà ê îïðåäåëåííîìó êëàññó ñ çàäàííîé íàäåæíî-

ñòüþ.

Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Îñíîâîé ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ ÿâëÿåò-

ñÿ òåîðåìà Áàéåñà î ïåðåîöåíêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ïóñòü çàäàíà

ãðóïïà êëàññîâ A1, A2, . . . , AM è èçâåñòíû àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàñ-

ñîâ P (Ai). Åñëè ýòè êëàññû ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ãðóïïó ãèïîòåç, òî:

M∑

i=1

P (Ai) = 1.

Âåëè÷èíû P (Ai) ïîêàçûâàþò, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî îòíåñòè îáú-

åêò ê êëàññó Ai, åñëè ïðèçíàêè îáúåêòà íåèçâåñòíû. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå

îïûòà (ïðåäúÿâëåíèÿ îáúåêòà äëÿ êëàññè�èêàöèè) íàáëþäàåòñÿ ñîáû-

òèå: îáúåêò

−→x ñ èçìåðåííûì (èçâåñòíûì) íàáîðîì çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ.

Òðåáóåòñÿ êëàññè�èöèðîâàòü îáúåêò íà îñíîâå âíîâü ïîëó÷åííîé èí�îð-

ìàöèè, ò.å. îöåíèòü P (Ai/
−→x ) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êëàññà Ai ïðè

óñëîâèè, ÷òî íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ ïðåäúÿâëÿåìîãî îáúåê-

òà.

Â îáùåì ñëó÷àå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè P (−→x /Ai) � óñëîâíûå âåðîÿòíî-
ñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòà ñ çàäàííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ

−→x , åñëè èçâåñòíî
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ê êàêîìó êëàññó Ai îí îòíîñèòñÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áàéåñà

P (Ai/
−→x ) =

P (Ai)P (−→x /Ai)
M∑
i=1

P (Ai)P (−→x /Ai)

=
P (Ai)P (−→x /Ai)

P (−→x )
, (186)

ãäå P (−→x ) � áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îáúåêòà  íàáîðîì ïðè-

çíàêîâ

−→x . Î÷åâèäíî, ÷òî −→x ñëåäóåò îòíåñòè ê òîìó êëàññó, äëÿ êîòîðîãî

àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü P (Ai/
−→x ) áóäåò áîëüøå:

−→x ∈ Ai, åñëè P (Ai/
−→x ) > P (Aj/

−→x ), äëÿ ∀j 6= i. (187)

�àñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, â ñèëó ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðèçíàêîâ, ïî

ñâîåé ñóòè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, è ïî-

ýòîìó âñåãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ëîæíîé ãèïîòåçû, ò.å.

îòíåñåíèÿ îáúåêòà ê òàêîìó êëàññó, ê êîòîðîìó îí íå îòíîñèòñÿ â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè. Îøèáêè êëàññè�èêàöèè ìîãóò áûòü äâóõ âèäîâ: îøèáêè

I ðîäà (ïðîïóñê öåëè), êîãäà äåëàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî

−→x /∈ Ai, õîòÿ

â äåéñòâèòåëüíîñòè

−→x ∈ Ai; îøèáêè II ðîäà (ëîæíàÿ òðåâîãà), êîãäà

äåëàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî

−→x ∈ Ai, õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè

−→x /∈ Ai.

Öåíà îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ðàçëè÷-

íîé. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè óòâåðæäåíèÿ, ÷òî

ïàöèåíò çäîðîâ, õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè îí áîëåí (ãèïîäèàãíîñòèêà) è

ïàöèåíò áîëåí, õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè îí çäîðîâ (ãèïåðäèàãíîñòèêà)

èìåþò ñîâåðøåííî ðàçëè÷íóþ çíà÷èìîñòü.

Ïðè ïîìîùè ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðî-

èòü ïðàâèëî êëàññè�èêàöèè, ÿâëÿþùååñÿ îïòèìàëüíûì â ñìûñëå íàè-

ìåíüøåé âåðîÿòíîñòè ñîâåðøåíèÿ îøèáîê êëàññè�èêàöèè êàê ïåðâîãî,

òàê è âòîðîãî ðîäà, ò.å. ïðàâèëî, êîòîðîå ñâîäèëî áû ê ìèíèìóìó �ïîòå-

ðè� â ðåçóëüòàòå íåïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ. Äðóãèìè ñëî-

âàìè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî êëàññè�èêàòîðà ìîæíî

áûëî áû îöåíèâàòü ïîòåðè èëè ðèñê, ñâÿçàííûé ñ íåïðàâèëüíîé êëàññè-

�èêàöèåé îáúåêòîâ.

Äîïóñòèì, ÷òî êëàññè�èêàòîð òåðïèò óáûòêè, åñëè îí ïðèíèìàåò ðå-

øåíèå î òîì, ÷òî îáúåêò

−→x ïðèíàäëåæèò ê êëàññó Aj, õîòÿ â äåéñòâè-

òåëüíîñòè îí ïðèíàäëåæèò ê êëàññó Ai. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó óáûòêîâ

÷åðåç Lij, ãäå ïåðâûé èíäåêñ i õàðàêòåðèçóåò èñòèííóþ ïðèíàäëåæíîñòü

îáúåêòà ê êëàññó, à âòîðîé èíäåêñ j � êëàññ, ê êîòîðîìó îòíåñåí îáú-

åêò â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà êëàññè�èêàöèè. Âåëè÷èíà ðèñêà
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íåïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èõ êîíêðåòíûõ óñëî-

âèé çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáúåêòà

−→x êëàññè�èêà-

òîð ìîæåò îòíåñòè åãî ê ëþáîìó èç âîçìîæíûõ êëàññîâ A1, A2, . . . , AM .

Âåëè÷èíó ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ íåïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèåé îáúåêòà

çàäàäèì ìàòðèöåé ïîòåðü:

L =




L11 L12 L13 . . . L1M

L21 L22 L23 . . . L2M

. . . . . . . . . . . . . . .

LM1 LM2 LM3 . . . LMM


 . (188)

Òàê êàê àïðèîðíî íåèçâåñòíî, ê êàêîìó êëàññó îòíîñèòñÿ îáúåêò

−→x , òî
ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ îòíå-

ñåíèåì îáúåêòà ê êëàññó Aj:

rj(
−→x ) =

M∑

i=1

LijP (Ai/
−→x ). (189)

Ôóíêöèÿ rj(
−→x ) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé óñëîâíîãî ñðåäíåãî ðèñêà èëè

óñëîâíûõ ñðåäíèõ ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ îòíåñåíèåì îáúåêòà

−→x ê êëàññó

Aj. Åñëè âû÷èñëèòü ñðåäíèå ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ îòíåñåíèåì
−→x ê êàæäî-

ìó èç êëàññîâ A1, A2, . . . , AM , òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå rj(
−→x ) îïðåäåëèò

êëàññ, ê êîòîðîìó ñëåäóåò îòíåñòè êëàññè�èöèðóåìûé îáúåêò.

Îïðåäåëåíèå. Áàéåñîâñêèì êëàññè�èêàòîðîì íàçûâàåòñÿ êëàñ-

ñè�èêàòîð ìèíèìèçèðóþùèé ñðåäíåå îæèäàíèå ïîòåðü (ðèñê), ñâÿçàí-

íûõ ñ êëàññè�èêàöèåé îáúåêòà:

−→x ∈ Aj, åñëè min
j
{rj(−→x )}. (190)

Ïîäñòàâèì â �îðìóëó (189) âûðàæåíèå äëÿ P (Ai/
−→x ) èç (186), òîãäà

ïîëó÷èì:

rj(
−→x ) =

1

P (−→x )

M∑

i=1

LijP (−→x /Ai)P (Ai). (191)

Ïîñêîëüêó P (−→x ) îáùèé ìíîæèòåëü äëÿ âñåõ j, òî åãî çíà÷åíèå íå ñêà-
æåòñÿ íà êà÷åñòâå êëàññè�èêàöèè è åãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü:

rj(
−→x ) =

M∑

i=1

LijP (−→x /Ai)P (Ai). (192)
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Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ áàéåñîâñêîãî êëàññè�èêàòîðà

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî àïðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè êëàññîâ P (Ai) è âåðî-

ÿòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ â êàæäîì èç êëàññîâ (�óíêöèÿìè

ïðàâäîïîäîáèÿ) P (−→x /Ai), ò.å âåëè÷èíàìè êîòîðûå ìîæíî îöåíèòü èç ñòà-
òèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ áàéåñîâñêîãî êëàññè�èêàòîðà â ñëó÷àå äâóõ

êëàññîâ îáúåêòîâ, M = 2. Ñðåäíèå ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ îòíåñåíèåì îáú-

åêòà

−→x ê êàæäîìó èç êëàññîâ ðàâíû:

r1(
−→x ) = L11P (−→x /A1)P (A1) + L12P (−→x /A2)P (A2),

r2(
−→x ) = L21P (−→x /A1)P (A1) + L22P (−→x /A2)P (A2).

Äîïóñòèì, ÷òî

−→x ∈ A1, òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî r1(
−→x ) <

r2(
−→x ):

(L21 − L22)P (−→x /A2)P (A2) < (L12 − L11)P (−→x /A1)P (A1). (193)

Ïîñêîëüêó Lij > Lii, ò.å. ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ íåïðàâèëüíîé êëàññè�è-

êàöèåé, ïðåâûøàþò ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ ïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèåé,

íåðàâåíñòâî (193) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:

P (−→x /A1)

P (−→x /A2)
>

P (A2)(L21 − L22)

P (A1)(L12 − L11)
. (194)

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (194) çàâèñèò îò õàðàêòå-

ðèñòèê êëàññè�èöèðóåìîãî îáúåêòà è íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïðàâ-

äîïîäîáèÿ:

l12(
−→x ) =

P (−→x /A1)

P (−→x /A2)
. (195)

Îíî ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ îáú-

åêòà ñî çíà÷åíèÿìè ïðèçíàêîâ

−→x â êëàññå A1, ïðåâûøàåò âåðîÿòíîñòü

íàõîæäåíèÿ îáúåêòà ñ ýòèìè æå çíà÷åíèÿìè ïðèçíàêîâ â êëàññå A2.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (194) íå çàâèñèò îò õàðàêòå-

ðèñòèê êëàññè�èöèðóåìîãî îáúåêòà, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî àïðèîðíûìè

âåðîÿòíîñòÿìè êëàññà è öåíîé îøèáîê êëàññè�èêàöèè. Îíî íîñèò íàçâà-

íèå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ:

θ12 =
P (A2)(L21 − L22)

P (A1)(L12 − L11)
. (196)
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Òàêèì îáðàçîì, áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ êëàñ-

ñîâ îáúåêòîâ èìååò âèä:

{ −→x ∈ A1, åñëè l12(
−→x ) > θ12−→x ∈ A2, åñëè l12(
−→x ) < θ12

. (197)

Â ñëó÷àå M êëàññîâ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî: îáú-

åêò îòíîñèòñÿ ê òîìó êëàññó, äëÿ êîòîðîãî ñðåäíèé ðèñê íåïðàâèëüíîé

êëàññè�èêàöèè áóäåò ìåíüøå:

−→x ∈ Ai, åñëè ri(
−→x ) < rj(

−→x ), äëÿ ∀j 6= i. (198)

Èëè ÷åðåç îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ è ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ:

−→x ∈ Ai, åñëè lij(
−→x ) > θij, äëÿ ∀j 6= i, (199)

ãäå

lij(
−→x ) =

P (−→x /Ai)

P (−→x /Aj)
, θij =

P (Aj)(Lji − Ljj)

P (Ai)(Lij − Lii)
. (200)

�àññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé íîðìèðîâàííûõ ïîòåðü: áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî ïðè ïðèíÿòèè ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ ïîòåðè êëàññè�èêà-

öèè ðàâíû íóëþ, à â ñëó÷àå íåïðàâèëüíîãî, âíå çàâèñèìîñòè îò êëàññà,

ïîòåðè îäèíàêîâû è ðàâíû åäèíèöå Lij = 1−δij, . Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèè

ïîòåðü áóäóò èìåòü âèä:

rj(
−→x ) =

M∑

i=1

(1− δij)P (−→x /Ai)P (Ai) = P (−→x )− P (−→x /Ai)P (Ai). (201)

Óñëîâèå êëàññè�èêàöèè ïðèìåò âèä:

−→x ∈ Ai, åñëè P (−→x )− P (−→x /Ai)P (Ai) < P (−→x )− P (−→x /Aj)P (Aj), ∀j 6= i.
(202)

Îòêóäà ñëåäóåò

−→x ∈ Ai, åñëè P (−→x /Ai)P (Ai) > P (−→x /Aj)P (Aj), äëÿ ∀j 6= i. (203)

Âèäíî, ÷òî áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð â ñëó÷àå íîðìèðîâàííûõ ïî-

òåðü ýêâèâàëåíòåí çàäàíèþ äèñêðèìèíàíòíûõ �óíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ

�óíêöèÿìè ïðàâäîïîäîáèÿ di(
−→x ) = P (−→x /Ai)P (Ai) ïðè îáû÷íîì ïðàâè-

ëå ðàñïîçíàâàíèÿ:

−→x ∈ Ai, åñëè di(
−→x ) > dj(

−→x ), äëÿ ∀j 6= i. (204)
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Èíîãäà èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ðàññìàòðèâàþò íå ñàìè äèñêðèìèíàíò-

íûå �óíêöèè, à èõ ëîãàðè�ìû:

di(
−→x ) = ln(P (−→x /Ai)) + ln(P (Ai)). (205)

Íà êà÷åñòâå ðàñïîçíàâàíèÿ ýòî íå ñêàæåòñÿ, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óïðî-

ùàåò ðàñ÷åòû, îñîáåííî ïðè èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðå-

äåëåíèÿ ïðèçíàêîâ.

Îáó÷åíèå ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ çàäà÷ ðàñïîçíàâà-

íèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âèäà çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ P (−→x /Ai), è
àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé êëàññîâ P (Ai) ïî çàäàííîé îáó÷àþùåé âûáîðêå.
Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ îöåíîê ïîäñòàâëÿþòñÿ â äèñêðèìèíàíòíûå �óíê-

öèè è ïðîâîäèòñÿ îöåíêà êà÷åñòâà ðàñïîçíàâàíèÿ íà âåðè�èöèðóþùåé

âûáîðêå. Åñëè êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äèñêðè-

ìèíàíòíûõ �óíêöèé íå óñòðàèâàåò, òî ñëåäóåò âûÿñíèòü ïðè÷èíó ýòî-

ãî. Êàê ïðàâèëî, ýòî ëèáî íåïðàâèëüíî âûáðàííûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðèçíàêîâ, ëèáî íåðåïðåçåíòàòèâíàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà.

Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî çà-

êîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ �óíêöèÿìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãàóññîâñêîãî âèäà, ò.å. ïðèçíà-

êè êëàññà ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì

êàêîé âèä èìååò ïðàâèëî êëàññè�èêàöèè â ýòîì âàæíîì ñëó÷àå.

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x, îïèñûâàåìàÿ íîðìàëü-
íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì µ, äèñïåðñèåé σ2
. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòè èìååò âèä:

P (x) =
1

σ
√
2π

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
. (206)

�àññìîòðèì ïîñòðîåíèå áàéåñîâñêîãî êëàññè�èêàòîðà íà ñëåäóþùåì ïðè-

ìåðå. Ïóñòü èìååòñÿ ïðèçíàê x, âñòðå÷àþùèéñÿ â äâóõ ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñàõ A1 è A2, õàðàêòåðèçóåòñÿ íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðèçíàêà â êëàññàõ ñîñòàâëÿåò µ1 = 0 µ2 = 1
ñîîòâåòñòâåííî, à äèñïåðñèÿ îäèíàêîâà σ2

1 = σ2
2 = σ2

. Àïðèîðíàÿ âå-

ðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ îáúåêòîâ êàæäîãî èç êëàññîâ � P (A1) è P (A2).
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Ìàòðèöó ïîòåðü çàäàäèì â âèäå

L =

(
0 L12

L21 0

)
, (207)

ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè ïîòåðè ðàâíû

íóëþ, à ïðè íåïðàâèëüíîé, îöåíèâàþòñÿ èñõîäÿ èç òÿæåñòè ïîñëåäñòâèé

íåïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåâåðíîå îòíåñåíèå îáú-

åêòà ê êëàññó A2 õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëåå òÿæåëûìè ïîñëåäñòâèÿìè, ÷åì

ê A1, òî L21 > L12. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå

çàïèøåòñÿ â âèäå

θ12 =
L21P (A2)

L12P (A1)
, (208)

à îòíîøåíèå ïðàâäîáîäîáèÿ:

l12 =
P (x/A1)

P (x/A2)
= exp

(
−1− 2x

2σ2

)
. (209)

Óñëîâèå òîãî, ÷òî îáúåêò ñ èçìåðåííûì çíà÷åíèåì ïðèçíàêà, ðàâíûì x,
îòíîñèòñÿ ê êëàññó A1 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íåðàâåíñòâîì:

exp

(
−1− 2x

2σ2

)
>

L21P (A2)

L12P (A1)
(210)

èëè ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

x <
1

2
− σ2 ln

(
L21P (A2)

L12P (A1)

)
. (211)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøàþùåå ïðàâèëî (äèñêðèìèíàíòíóþ �óíêöèþ) ìîæíî

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(x) =
1

2
− x− σ2 ln

(
L21P (A2)

L12P (A1)

)
. (212)

Åñëè ïðèçíàê íå âåðîÿòíîñòíûé σ2 = 0, òî ïðàâèëî ðàñïîçíàâàíèÿ ñî-

îòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó ñëåäóåìîìó èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðàñïî-

çíàâàíèþ ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ, ò.å. ãðàíèöà íàõîäèòñÿ íà

ñåðåäèíå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè êëàññîâ:

d(x) = 0 =
1

2
− x, ⇔ x = 0, 5. (213)

Ïðè ó÷åòå âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ, ãðàíèöà ìåæäó êëàññàìè áóäåò

ñìåùåíà â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé äèàãíî-

çîâ è óðîâíÿ ïîòåðü (ðèñ. 30). Â ÷àñòíîñòè, ïðè íîðìèðîâàííûõ ïîòåðÿõ
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�èñ. 30. Ñìåùåíèå ãðàíèöû ìåæäó êëàññàìè ïðè ó÷åòå âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ

L12 = L21 = 1, èç (212) ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöà áóäåò ñìåùåíà â ñòîðîíó

êëàññà A1, åñëè P (2) > P (1) è íàîáîðîò.
Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü îáúåêòû êëàññà õàðàêòåðèçóþòñÿ

n-ìåðíûì íàáîðîì ïðèçíàêîâ (x1, x2, . . . , xn), â îáùåì ñëó÷àå, âçàèìî-

çàâèñèìûõ. Ìíîãîìåðíàÿ �óíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îáúåêòîâ i-ãî êëàññà èìååò âèä:

P (−→x /Ai) =
1

(2π)
n
2 |Ci|

1
2

exp

(
−1

2
(−→x −−→µ i)

TC−1
i (−→x −−→µ i)

)
, (214)

ãäå

−→µ i - âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðèçíàêîâ, Ci êîâàðèàöèîí-

íàÿ ìàòðèöà i-ãî êëàññà.

Ïîäñòàâèì â äèñêðèìèíàíòíóþ �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ âûðàæåíèåì

(205) �óíêöèþ P (−→x /Ai). Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

di(
−→x ) = ln(P (Ai))−

n

2
ln(2π)− 1

2
ln(|C−1

i |)− 1

2
(−→x −−→µi)

TC−1
i (−→x −−→µi).

Òàê êàê âòîðîå ñëàãàåìîå îäèíàêîâî â äèñêðèìèíàíòíûõ �óíêöèÿõ âñåõ

êëàññîâ, òî åãî âåëè÷èíà íå ñêàæåòñÿ íà êà÷åñòâå ðàñïîçíàâàíèÿ. Ïî-

ýòîìó îêîí÷àòåëüíî áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð äëÿ îáúåêòîâ, õàðàêòå-

ðèçóþùèõñÿ ìíîãîìåðíûì íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, áóäåò

ñëåäóþùèì:

di(
−→x ) = ln(P (Ai))−

1

2
ln(|C−1

i |)− 1

2
(−→x −−→µi)

TC−1
i (−→x −−→µi). (215)

Âèäíî, ÷òî ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà è íå âûøå. Âåëè÷èíó

(−→x −−→µi)
TC−1

i (−→x −−→µi), (216)

âõîäÿùóþ â �îðìóëó (215), ïî àíàëîãèè ñ åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì,

íàçûâàþò ðàññòîÿíèåì Ìàõàëàíîáèñà. Åñëè ïðèçíàêè íåçàâèñèìû
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�èñ. 31. �ðàíèöà ìåæäó êëàññàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà

C = I, ãäå I - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà ñîâ-

ïàäàåò ñ åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì,à ìíîãîìåðíàÿ �óíêöèÿ ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ

�óíêöèé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñëó÷àå âçàèìîçàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ, äèñêðèìèíàíòíûå �óíêöèè,

ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà ïîçâîëÿþò áî-

ëåå êà÷åñòâåííî ðåøèòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ (ðèñ. 31). Âçàèìîçàâèñèìîñòü

ïðèçíàêîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ êëàññîì, èìååò

�îðìó ýëëèïñà, íàïðàâëåíèå îñåé êîòîðîãî áóäåò íå ñîâïàäàòü ñ êîîðäè-

íàòíûìè îñÿìè, êàê â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ. Ïîýòîìó ïîñòðî-

åíèå ãðàíèöû ìåæäó êëàññàìè ïî ïðèíöèïó ìèíèìóìà ýâêëèäîâîãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ (ïðÿìàÿ 1) ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè.

Êëàññè�èêàòîð, ïîñòðîåííûé ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ìèíèìóìà ðàññòîÿ-

íèÿ Ìàõàëàíîáèñà (ïðÿìàÿ 2), áîëåå êîððåêòíî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà-

÷è ðàñïîçíàâàíèÿ. Åñëè àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ P (A1) è P (A2)

ðàçëè÷íû, òî ðàçäåëÿþùàÿ ãðàíèöà áóäåò ñìåùåíà â ñòîðîíó êëàññà ñ

ìåíüøåé àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, ïðÿìàÿ 3 ñîîòâåòñòâóåò

ñëó÷àþ P (A1) < P (A2).

Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç Âàëüäà â çàäà÷àõ ìåäèöèí-

ñêîé äèàãíîñòèêè

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåäèöèíñêîé êèáåðíåòèêè ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ äèà-

ãíîçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçà èëè êëàññè�è-

êàöèè. Áîëüíîìó (îáúåêò

−→x ), õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ íàáîðîì ñèìïòîìîâ

(ïðèçíàêîâ x1, x2, . . . , xn), òðåáóåòñÿ ïîñòàâèòü äèàãíîç (îòíåñòè îáúåêò
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ê îäíîìó èç èçâåñòíûõ êëàññîâ Ai, i = 1,M). Ôîðìàëèçàöèÿ çàäà÷è

ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè íà÷èíàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñ îöåíêè ÷àñòîòû

âñòðå÷àåìîñòè äèàãíîçîâ è óñòàíîâëåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê

êîìïëåêñîâ ñèìïòîìîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèÿõ. Ýòî òðåáóåò ïðîâå-

äåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïî ðåøàåìîé ïðî-

áëåìå. Â öåëîì íåîáõîäèìî çíàòü.

• ×àñòîòó âñòðå÷àåìîñòè çàáîëåâàíèÿ (àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü i-ãî
äèàãíîçà):

P (Ai) =
N(Ai)

M∑
i=1

N(Ai)

,

ãäå N(Ai) � êîëè÷åñòâî ñëó÷àåâ ïîñòàíîâêè i-ãî äèàãíîçà.

• Óñëîâíóþ ÷àñòîòó âñòðå÷àåìîñòè êîìïëåêñà ñèìïòîìîâ

−→x ïðè i-ì
äèàãíîçå:

P (−→x /Ai) =
N(−→x /Ai)
M∑
i=1

N(Ai)

,

ãäå N(−→x /Ai) � êîëè÷åñòâî ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ âñòðå÷àëñÿ êîìïëåêñ
ñèìïòîìîâ

−→x ïðè ïîñòàíîâêå i-ãî äèàãíîçà.

• Áåçóñëîâíóþ ÷àñòîòó âñòðå÷àåìîñòè êîìïëåêñà ñèìïòîìîâ

−→x :

P (−→x ) =
N(−→x )

M∑
i=1

N(Ai)

,

ãäå N(−→x ) � îáùåå ÷èñëî ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ âñòðå÷àëñÿ êîìïëåêñ

ñèìïòîìîâ, âíå çàâèñèìîñòè îò âèäà äèàãíîçà.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðñòèêè ÿâëÿþòñÿ àïðèîðíû-

ìè, ò.å. èõ ìîæíî îöåíèòü äî ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà êëàññè�èêàöèè, íà

îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ó÷ðåæäåíèé çäðàâîîõðàíåíèÿ.

Èäåÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà Âàëüäà â äèàãíîñòè÷åñêèõ àë-

ãîðèòìàõ îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî íà-

êîïëåíèÿ è îöåíêè èí�îðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â èçìåðÿåìûõ ïîêàçà-

òåëÿõ, ìîæíî íà êàêîì-ëèáî øàãå âûíåñòè äèàãíîñòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ

çàðàíåå îïðåäåëåííûì óðîâíåì íàäåæíîñòè.
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�àññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ äèàãíîçîâ A1 è A2. Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

P (x1/A1) è P (x1/A2) îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ ïðèçíàêà x1 ïðè

äàííûõ äèàãíîçàõ. Îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

l12(x1) =
P (x1/A1)

P (x1/A2)

áóäåò ïîêàçûâàòü âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ îäíîãî äèàãíîçà íàä äðóãèì

ó ïàöèåíòà ïðè èçìåðåííîì çíà÷åíèè ïðèçíàêà x1. Åñëè óêàçàííîå îòíî-

øåíèå áóäåò ïðåâûøàòü çàäàííîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå l12 > A, òî ìîæíî
ïðèíÿòü ðåøåíèå î ïîñòàíîâêå ïàöèåíòó äèàãíîçà A1. È, íàîáîðîò, åñëè

îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ áóäåò ìåíüøå íåêîòîðîãî íàïåðåä çàäàííîãî

ïîðîãà l12 < B, òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïîñòàíîâêå äèàãíîçà A2. Â

ñëó÷àå, êîãäà çàäàííûå ïîðîãè íå äîñòèãíóòû B 6 l12 6 A, òðåáóåòñÿ
äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâëå÷åíèè äîïîë-

íèòåëüíîãî ïðèçíàêà x2 äëÿ óòî÷íåíèÿ äèàãíîçà. Îòíîøåíèå ïðàâäîïî-

äîáèÿ, ïðè ñîâìåñòíîì ó÷åòå ïðèçíàêîâ x1 è x2 áóäåò èìåòü âèä:

l12(x1, x2) =
P (x1, x2/A1)

P (x1, x2/A2)
. (217)

Åñëè â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðåâûøåí êàêîé-ëèáî èç äèàãíîñòè÷åñêèõ ïîðî-

ãîâ A èëè B, òî ñòàâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãíîç, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðèâëåêàåòñÿ ñëåäóþùèé äèàãíîñòè÷åñêèé ïðè-

çíàê x3 è ò.ä.

Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòàíîâêè äèàãíîçà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç âå-

ðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà:

A =
1− α

β
, B =

α

1− β
, (218)

ãäå α � âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (äîëÿ áîëüíûõ ñ äèàãíîçîì A1,

ó êîòîðûõ îøèáî÷íî ïîñòàâëåí äèàãíîç A2), β � âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòî-
ðîãî ðîäà (äîëÿ áîëüíûõ ñ äèàãíîçîì A2, ó êîòîðûõ îøèáî÷íî ïîñòàâëåí

äèàãíîç A1).

Â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ áóäåò ðàâ-

íî ïðîèçâåäåíèþ îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ïðèçíàêîâ.

Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ íà îñíîâàíèè àíàëèçà k íåçàâèñèìûõ ïðè-
çíàêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

åñëè

k∏

i=1

P (xi/A1)

P (xi/A2)
>

1− α

β
, òî ñòàâèòñÿ äèàãíîç A1;
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åñëè

k∏

i=1

P (xi/A1)

P (xi/A2)
<

α

1− β
, òî ñòàâèòñÿ äèàãíîç A2;

åñëè

α

1− β
6

k∏

i=1

P (xi/A1)

P (xi/A2)
6

1− α

β
, òî òðåáóåòñÿ

ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíîãî ïðèçíàêà xk+1 äëÿ óòî÷íåíèÿ äèàãíîçà.

Íà ïðàêòèêå ïðîöåäóðó ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè

ââåñòè ïîíÿòèå äèàãíîñòè÷åñêîãî êîý��èöèåíòà.

Îïðåäåëåíèå. Äèàãíîñòè÷åñêèì êîý��èöèåíòîì ïðèçíàêà x, ïðè-
ïîñòàíîâêå äèàãíîçîâ A1 è A2 íàçûâàåòñÿ ëîãàðè�ì îòíîøåíèÿ ïðàâ-

äîïîäîáèÿ:

DKx = 10q ln

(
P (x/A1)

P (x/A2)

)
. (219)

Ìíîæèòåëü 10q ââîäèòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû äèàãíîñòè÷åñêèé êî-

ý��èöèåíò ïðåäñòàâëÿë ñîáîé öåëîå ÷èñëî.

Äèàãíîñòè÷åñêèå ïîðîãè â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âûðàæàþòñÿ â âèäå ëî-

ãàðè�ìîâ:

A = 10q ln

(
1− α

β

)
, B = 10q ln

(
α

1− β

)
.

Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ äèàãíîñòè÷å-

ñêèõ êîý��èöèåíòîâ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè

è îöåíêå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

B 6

k∑

i=1

DK(xi) 6 A. (220)

Ïðè äîñòèæåíèè ñóììîé äèàãíîñòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ îäíîé èç ãðà-

íèö íåðàâåíñòâà, ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïîñòàíîâêå äèàãíîçà. Â ïðîòèâ-

íîñ ñëó÷àå ïðîöåäóðà óòî÷íåíèÿ äèàãíîçà ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì

äîïîëíèòåëüíûõ ïðèçíàêîâ.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå Âàëüäà ý��åêòèâíîñòü ïîñòàíîâêè äèà-

ãíîçà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âçàèìîçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ. ×åì áîëü-

øå îäèí ïðèçíàê çàâèñèò îò äðóãîãî, òåì ìåíüøå åãî öåííîñòü äëÿ ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, âàæíà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ïðèçíàêîâ: öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàêè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ
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èí�îðìàòèâíîñòè, ò.ê. ïðè ýòîì ñêîðîñòü äîñòèæåíèÿ îäíîãî èç äèàãíî-

ñòè÷åñêèõ ïîðîãîâ áóäåò ìàêñèìàëüíà, à îøèáêè äèàãíîñòèêè ìèíèìàëü-

íû.

Òàêîé �îðìàëèçîâàííûé ïîõîä ê ïîñòàíîâêå äèàãíîçà ëèøåí ìíîãèõ

íåäîñòàòêîâ ñâîéñòâåííûõ âðà÷ó, ñâÿçàííûõ ñ óòîìëåíèåì, ýìîöèîíàëü-

íûì íàñòðîåì è ò.ï. Îäíàêî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ýòîì èñêëþ÷àåò-

ñÿ èñïîëüçîâàíèå èíòóèöèè, âðà÷åáíîãî îïûòà, äèàãíîñòèêà ïðîèçâîäèò-

ñÿ ïî çàðàíåå ñîñòàâëåííîé æåñòêîé ñõåìå, êîòîðàÿ íå ìîæåò îòîáðàçèòü

âñå ðàçíîîáðàçèå ðåàëüíûõ ñèòóàöèé. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè, îñîáåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì èí�îðìàöèîííûõ

òåõíîëîãèé, ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç Âàëüäà ïðèìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

øèðîêî.

Îöåíêà èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ

Îöåíêà èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ â ïðîöåäóðå ïîñëåäîâàòåëüíîãî

àíàëèçà Âàëüäà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïðèçíàê

îáëàäàåò áîëüøåé èí�îðìàòèâíîñòüþ, åñëè îí ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü

ïðàâèëüíîå ðàñïîçíàâàíèå ñîñòîÿíèÿ ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ. Ïîýòîìó

ó÷åò äèàãíîñòè÷åñêîé öåííîñòè ïðèçíàêîâ è èõ êîëè÷åñòâåííîå âûðàæå-

íèå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îïòèìàëüíûé ïëàí ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ìèíèìè-

çèðóþùèé ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ àíàëèçîâ è èññëåäîâàíèé. Îñîáåííî

âàæíî óìåòü îöåíèâàòü èí�îðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ, åñëè ïîäîáíûå îá-

ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîðîãèìè, ñëîæíûìè èëè íåáåçîïàñíûìè äëÿ îá-

ñëåäóåìîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòáîð íàèáîëåå èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíà-

êîâ ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, ÷òî ñóùå-

ñòâåííî ñíèæàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåøåíèå çàäà÷è êëàññè-

�èêàöèè. �àññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê îöåíêå èí�îðìàòèâíîñòè

ïðèçíàêîâ.

�åîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà äèàãíîçîâ

A = {A1, A2}, ïðåäñòàâëÿþùàÿ äâà êëàññà îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ

ïðèçíàêàìè (x1, x2, . . . , xn). Â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé ìåðû èí-

�îðìàòèâíîñòè IA(xi) ïðèçíàêà xi äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó êëàññàìè, îïðåäåëåííûõ

ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà äàííîãî ïðèçíàêà:

IA(xi) = d(A1, A2)− dxi
(A1, A2). (221)
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Åñëè ïðèçíàê ìàëîèí�îðìàòèâåí, òî îí íå áóäåò ñèëüíî èçìåíÿòü

ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàññàìè. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì îòáîðà èí-

�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ (ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðè-

çíàêîâ) ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàèìåíåå èí�îð-

ìàòèâíûé ïðèçíàê íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ min
i

IA(xi) è èñêëþ÷àåòñÿ.

Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ ïðèçíàêîâ äî òåõ ïîð, ïîêà

íå ïîëó÷èì æåëàåìóþ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ èëè íå

óïîðÿäî÷èì èõ ïî èí�îðìàòèâíîñòè.

Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä. Äëÿ îöåíêè èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ ïðè

ñòàòèñòè÷åñêîì îöåíèâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ýíòðîïèè. Ïóñòü

èìååòñÿ ñèñòåìà äèàãíîçîâA = {A1, A2, . . . , AM}. Àïðèîðíî, ïî äàí-
íûì îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ìåäèöèíñêîé ëèòåðàòó-

ðû è ò.ï., îöåíåíà âåðîÿòíîñòü ïîñòàíîâêè äèàãíîçà P (Ai). Ïðè÷åì
äèàãíîçû îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, ò.å.

M∑

i=1

P (Ai) = 1.

Îïðåäåëèì ýíòðîïèþ ñèñòåìû äèàãíîçîâ ñîãëàñíî (8):

H(A) = −
M∑

i=1

P (Ai) log2 P (Ai). (222)

Åñëè èçìåðÿåìûå ïðèçíàêè ÿâëÿþòñÿ èí�îðìàòèâíûìè äëÿ ïîñòà-

íîâêè äèàãíîçà, òî ýíòðîïèÿ ñèñòåìû äèàãíîçîâ áóäåò óìåíüøàòüñÿ

ïî ìåðå ïðîâåäåíèÿ îáñëåäîâàíèÿ. Ïóñòü ó ïàöèåíòà èçìåðåíî çíà-

÷åíèå ïðèçíàêà xi. Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, âíîñèìîå â ñèñòåìó äè-

àãíîçîâ îáñëåäîâàíèåì ïî äàííîìó ïîêàçàòåëþ, ìîæíî îöåíèòü êàê

ðàçíîñòü ýíòðîïèé H(A) è H(A/xi) ñèñòåìû äèàãíîçîâ A äî è ïîñëå

èçìåðåíèÿ xi:

IA(xi) = H(A)−H(A/xi) (223)

è ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ìåðó èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà xi.

Èç ñâîéñòâ êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè èçâåñòíî, ÷òî IA(
−→x ) ≤ H(A). Îò-

ñþäà ñëåäóåò âàæíîå ìåòîäîëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå: îáúåì èí�îðìàöèè

âíîñèìûé äèàãíîñòè÷åñêèì ïðîöåññîì â ïîñòàíîâêó äèàãíîçà íå ìîæåò

áûòü áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè, ñîäåðæàùåãîñÿ â

ñèñòåìå äèàãíîçîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîâåäåíèå ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî
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÷èñëà äîïîëíèòåëüíûõ îáñëåäîâàíèé ìîæåò è íå äàâàòü íîâîé èí�îðìà-

öèè, ñ òî÷êè çðåíèÿ óòî÷íåíèÿ äèàãíîçà.

Â ïðîöåññå äèàãíîñòèêè âàæíî óìåòü êîëè÷åñòâåííî îöåíèâàòü âêëàä

èçìåðåííîãî ïðèçíàêà xj â ïîñòàíîâêó îòäåëüíîãî äèàãíîçà Ai. Ýòî ïîç-

âîëÿåò ñäåëàòü âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ äèàãíîñòè÷åñêèì âåñîì ïðèçíàêà.

Îïðåäåëåíèå. Äèàãíîñòè÷åñêèì âåñîì ïðèçíàêà xj ïðè ïîñòà-

íîâêå äèàãíîçà Ai íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

IAI
(xj) = log2

(
P (xj/Ai)

P (xj)

)
, (224)

ãäå P (xj/Ai) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âñòðå÷àåìîñòè ïðèçíàêà xj ïðè

ïîñòàíîâêå äèàãíîçà Ai, à P (xj) � áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âñòðå÷àå-

ìîñòè ïðèçíàêà xj âî âñåé ñèñòåìå äèàãíîçîâ.

Âèäíî, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïðèçíàêà xj ïðè äèàãíî-

çå Ai ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ýòîãî ïðèçíàêà â ñðåäíåì

ïî âñåé ãðóïïå äèàãíîçîâ P (xj/Ai) = P (xj), òî äèàãíîñòè÷åñêèé âåñ òà-
êîãî ïðèçíàêà áóäåò ðàâåí íóëþ.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíèé äèàãíîñòè÷åñêèé âåñ ïðèçíàêà xj

ïî îòíîøåíèþ êî âñåé ñèñòåìå äèàãíîçîâ A ñëåäóþùèì îáðàçîì:

IA(xj) =
M∑

i=1

P (Ai)IAI
(xj) =

M∑

i=1

P (Ai) log2

(
P (xj/Ai)

P (xj)

)
. (225)

Ïðèìåíåíèå ýòîé �îðìóëû òàêæå ïîçâîëÿåò óïîðÿäî÷èòü ïî èí�îðìà-

òèâíîñòè ïðèçíàêè, èñïîëüçóåìûå ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê îöåíêå

èí�îðìàòèâíîñòè è âûáðàòü íàèáîëåå îïòèìàëüíóþ ñõåìó îáñëåäîâàíèÿ

ïàöèåíòà.

Â ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèÿõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåðà êîëè÷åñòâåí-

íîé îöåíêè èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ ïðåäëîæåííàÿ Êóëüáàêîì. Èí-

�îðìàöèîííàÿ ìåðà Êóëüáàêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

IK(xi) =
m∑

j=1

10q lg

(
P (xij/A1)

P (xij/A2)

)
1

2
|P (xij/A1)− P (xij/A2)|. (226)

Âåëè÷èíà IK(xi) ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü èí�îðìàòèâíîñòü
i-ãî ïðèçíàêà ïðè ïîñòàíîâêå äèàãíîçîâ A1 è A2. Ìíîæèòåëü 10q ââåäåí

äëÿ ïåðåõîäà ê öåëûì ÷èñëàì.

Ïðè åå ïîñòðîåíèè ó÷òåíû äâà ìîìåíòà.

163



• Ïîñêîëüêó ðàçíûå çíà÷åíèÿ îäíîãî è òîãî ïðèçíàêà ìîãóò èìåòü

ðàçëè÷íîå äèàãíîñòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êàæäî-

ãî ïðèçíàêà ðàçáèòî íà èíòåðâàëû xij (j-é äèàïàçîí i-ãî ïðèçíàêà)

è îöåíèâàåòñÿ âêëàä êàæäîãî äèàïàçîíà â îòäåëüíîñòè â âåëè÷èíó

èí�îðìàòèâíîñòè.

• Ó÷èòûâàåòñÿ ìåðà ðàñõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé j-ãî äèàïàçîíà i-ãî
ïðèçíàêà äëÿ ðàçëè÷íûõ äèàãíîçîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äèàãíîñòè÷å-

ñêàÿ öåííîñòü çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà xi, îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé âñòðå÷à-

åìîñòè åãî â ðàçëè÷íûõ äèàãíîçàõ. Íàïðèìåð, åñëè ïðèçíàê xi â j-ì
äèàïàçîíå âñòðå÷àåòñÿ, â îäíîì ñëó÷àå, ñ ÷àñòîòîé 0,5 ïðè äèàãíîçå

A1, è ñ ÷àñòîòîé 0,1 ïðè äèàãíîçå A2, à â äðóãîì � ñ ÷àñòîòàìè 0,05

è 0,01, ñîîòâåòñòâåííî, òî äèàãíîñòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ïðèçíà-

êà xij áóäóò îäèíàêîâû, õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòàíîâêè äèàãíîçà,

ïåðâûé ñëó÷àé áóäåò áîëåå èí�îðìàòèâåí, ò.ê. ïðèçíàê âñòðå÷àåòñÿ

â äåñÿòü ðàç ÷àùå ïðè èçìåðåíèÿõ. Ìíîæèòåëü âèäà

1

2
|P (xij/A1)− P (xij/A2)|

â �îðìóëå (226) è ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ìåðó ðàñõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèé ïðè ðàçëè÷íûõ äèàãíîçàõ.

Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ èí�îðìàöè-

îííàÿ ìåðà Êóëüáàêà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïàðàìåòðû ðàñïðå-

äåëåíèÿ ïðèçíàêà xi äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî äèàãíîçîâ (µ1, σ1) è (µ2, σ2)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

IK(xi) =

[
W 2

i +
1

W 2
i

− 2 +

(
1 +

1

W 2
i

)
Z2
i

]
2, 5 lg(e), (227)

ãäå

Wi =
σ1

σ2
, Zi =

µ1 − µ2

σ2
.

Èí�îðìàöèîííóþ ìåðó Êóëüáàêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, åñëè â ýìïè-

ðè÷åñêèõ äàííûõ îòñóòñòâóþò íóëåâûå ÷àñòîòû âî âñåõ äèàïàçîíàõ èçìå-

íåíèÿ ïðèçíàêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãíîñòè÷åñêèé

êîý��èöèåíò áóäåò îáðàùàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòü:

DK(xij) = ±∞, åñëè P (xij/Al) = 0.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåðû Êóëüáàêà â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷-

íûå ïðèåìû óñòðàíåíèÿ íóëåâûõ ÷àñòîò. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èõ íèõ.
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• ×àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà â êàæäîì èç k äèàïàçî-

íîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1:

P (xij/Al) =
N(xij/Al)1

k∑
j=1

N(xij/Al) + k

6= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. Åñëè

æå ïîäðÿä íåñêîëüêî äèàïàçîíîâ ïðèçíàêà ñîäåðæàò íóëåâûå ÷à-

ñòîòû, òî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì èñêàæåíèÿì îöåíêè

èí�îðìàòèâíîñòè.

• Ìåòîä óêðóïíåíèÿ äèàïàçîíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå íóëåâûå ÷àñòîòû èñ-

÷åçàþò çà ñ÷åò îáúåäèíåíèÿ äèàïàçîíîâ ñ íóëåâûìè è íåíóëåâûìè

÷àñòîòàìè. Îäíàêî ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðîèñõîäèò çàíèæåíèå îöåí-

êè èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà äëÿ ïîñòàíîâêè äèàãíîçà çà ñ÷åò îáú-

åäèíåíèÿ ìàëî- è âûñîêîèí�îðìàòèâíûõ äèàïàçîíîâ.

• Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ñãëàæèâàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ÷àñòîò. Íàïðè-

ìåð, â ìåòîäå ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé çíà÷åíèå ÷àñòîòû â íåêîòîðîì

äèàïàçîíå çàìåíÿåòñÿ âçâåøåííûì ñðåäíèì ïî ðÿäó ñîñåäíèõ äèàïà-

çîíîâ. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â ñãëàæåííîì ðÿäå ÷àñòîò ïðîèñõîäèò

ñóæåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ èçìåíåíèè ïðèçíàêà, ÷òî òàê æå ìîæåò

ïðèâîäèòü ê ñíèæåíèþ èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà.

• Àïïðîêñèìàöèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ÷àñòîò òåîðåòè÷åñêèìè ðàñïðåäåëå-

íèÿìè, íàïðèìåð íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
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Ëåêöèÿ 13. Äðóãèå ïðîöåäóðû

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

�àññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ, èñïîëüçóþùèå ãåîìåò-

ðè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññè�èêàöèè,

øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ áèîìåäèöèíñêèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâà-

íèÿ. Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ

ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, îáúåäèíÿþùèõ êàê ýòè ïîäõîäû, òàê è ïðèâëå-

êàþùèå äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå è ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû. �àññìîòðèì

îáùèå èäåè íåêîòîðûõ èç íèõ.

Ìåòîäû ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé

Äëÿ êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ðàñïîçíà-

âàíèþ òðåáóåòñÿ çíàòü �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ P (−→x /Ai), ò. å. �óíêöèè
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ

−→x , ïðè óñëîâèè, ÷òî

îáúåêò ïðèíàäëåæèò êëàññó Ai. Â ìåòîäå ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé èõ

âìåñòî íèõ èñïîëüçóþò íåêîòîðûå �óíêöèè èçâåñòíîãî âèäà (ïîòåíöè-

àëüíûå �óíêöèè), íå òðåáóþùèå çíàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðèçíà-

êîâ êëàññîâ.

Òåðìèíîëîãèÿ ïðèøëà èç òåîðèè ýëåêòðè÷åñòâà. Åñëè ñ êàæäûì îáú-

åêòîì ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûé çàðÿä q, òî îí áóäåò ñîçäàâàòü â ïðîñòðàí-
ñòâå âîêðóã ñåáÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì F = kq/R, ãäå R �

ðàññòîÿíèå äî îáúåêòà, k � êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Âåëè÷èíà
ïîòåíöèàëà ìàêñèìàëüíà â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé îáúåêòó, è óáûâàåò

ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåãî. Åñëè îáúåêòîâ íåñêîëüêî, òî ñóïåðïîçèöèÿ èõ

ïîòåíöèàëîâ áóäåò ñîçäàâàòü â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðóþ ïîòåíöèàëüíóþ

ïîâåðõíîñòü.

Ïóñòü îáúåêòû õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíèì ïðèçíàêîì x. Ñîïîñòàâèì ýòà-

ëîíàì îäíîãî êëàññà x(1), x(2)
ïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè, ñîîòâåòñòóþùèå

ïîëîæèòåëüíîìó çàðÿäó, à ýòàëîíàì äðóãîãî êëàññà x(3), x(4)
� îòðèöà-
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�èñ. 32. Ïîòåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ êëàññîâ

òåëüíîìó. Êàæäûé èç çàðÿäîâ ñîçäàåò íåêîòîðûé ïîòåöèàë (ðèñ. 32-À).

�àâåíñòâî íóëþ ñóììàðíîãî ïîòåíöèàëà âñåõ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ áóäåò

îïðåäåëÿòü ðàçäåëÿþùóþ ãðàíèöó ìåæäó êëàññàìè. Èíîãäà ñ îáúåêòà-

ìè îáîèõ êëàññîâ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè îäíîãî çíàêà

(ðèñ. 32-Â). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíèöà ìåæäó êëàñàìè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ

ìèíèìóìîì ïîòåíöèàëà. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëî-

ãè÷íûå ïîòåöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé âûáèðàþò ðàçëè÷íûå ñèììåòðè÷-

íûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì ïîòåíöèàëà: ìàêñèìóì â òî÷-

êå, ñîîòâåòñòâóþùåé îáúåêòó è ñèììåòðè÷íîå óáûâàíèå ïî ìåðå óäàëå-

íèÿ ñ îáúåêòà. Íàïðèìåð, èìè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûå �óíêöèè, ïîñòðî-

åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññòîÿíèÿ:

F(x, x(k)) = Ae−Bd2(x,x(k)),

F(x, x(k)) =
A

1 + Bd2(x, x(k))
,

ëèáî íàáîðû îðòîíîðìèðîâàííûõ �óíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà:

F(x, x(k)) =
m∑

j=1

ϕi(x)ϕi(x
(k)), (228)

ãäå ϕi(x) - îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð �óíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà,

íàïðèìåð ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè Ýðìèòà, Ëåæàíäðà, Ëàãåððà è ò.ï.

Ïðîöåäóðà îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäáîðå âèäà ïî-

òåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êëàññè�èêàöèÿ âíîâü

ïðåäúÿâëÿåìûõ îáúåêòîâ ïðîâîäèëàñü ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì îøè-

áîê ðàñïîçíàâàíèÿ.
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Ìåòîäû òåîðèè �îðìàëüíûõ ÿçûêîâ

Ïåðâîíà÷àëüíî ýòè ìåòîäû ðàçðàáàòûâàëèñü äëÿ ïåðåâîäà òåêñòîâ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ÝÂÌ, íî â äàëüíåéøåì îêàçàëîñü, ÷òî òåîðèÿ �îðìàëü-

íûõ ÿçûêîâ (ìîäåëèðóþùàÿ åñòåñòâåííûå ÿçûêè) èìååò ãîðàçäî áîëåå

øèðîêîå ïðèìåíåíèå, îñîáåííî â ïðèëîæåíèè ê ðåøåíèþ çàäà÷ êëàññè-

�èêàöèè è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Îñíîâíîå îòëè÷èå ìåòîäîâ òåîðèè

�îðìàëüíûõ ÿçûêîâ èëè, êàê èõ åùå íàçûâàþò, ñèíòàêñè÷åñêèõ (ëèíãâè-

ñòè÷åñêèõ, ñòðóêòóðíûõ) ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, îò ðàíåå ðàñ-

ñìîòðåííûõ çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì ó÷åòå ñòðóêòóðû îáðàçîâ â

ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà ðàñïîçíàâàíèÿ, ò.å. ó÷åòå âèäà îáðàçóþùèõ

îáúåêòû ýëåìåíòîâ è âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè.

Îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè �îðìàëüíûõ ÿçûêîâ ÿâëÿþòñÿ:

Àë�àâèò � ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ V .

Ïðåäëîæåíèå � ïðîèçâîëüíàÿ öåïî÷êà ñèìâîëîâ êîíå÷íîé äëèíû S,

ñîñòîÿùàÿ èç ñèìâîëîâ àë�àâèòà. Ïðåäëîæåíèå, íå ñîäåðæàùåå íè

îäíîãî ñèìâîëà, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ïðåäëîæåíèåì S0.

ßçûê � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ñîñòàâëåííûõ èç ñèìâî-

ëîâ àë�àâèòà V .

�ðàììàòèêà � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ: G = VN , VT , P, S,

ãäå VN � ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ (ïåðåìåííûõ);

VN � ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ (êîíñòàíò);

P � ìíîæåñòâî ãðàììàòè÷åñêèõ ïðàâèë (ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè);

S � íà÷àëüíûé (êîðíåâîé) ñèìâîë.

Íàïðèìåð, â îáû÷íîì ÿçûêå: S � ñàìî ïðåäëîæåíèå; VN � ïîíÿòèÿ

�ñóùåñòâèòåëüíîå�, �ãëàãîë�, �íàðå÷èå� è ò.ï.; VN � âñå êîíêðåòíûå

ñëîâà ÿçûêà; P � ìíîæåñòâî ãðàììàòè÷åñêèõ ïðàâèë.

L(G) � ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ãðàììàòèêîé G � ìíîæåñòâî ïðåäëîæå-

íèé (öåïî÷åê), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) êàæäîå ïðåäëîæåíèå ñîñòàâëåíî òîëüêî èç òåðìèíàëüíûõ ñèìâî-

ëîâ;

2) êàæäîå èç ïðåäëîæåíèé ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç S ïóòåì ïðèìå-

íåíèÿ ïðàâèë ãðàììàòèêè.
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Âûâîä ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ íà÷àëüíîãî ñèìâîëà S. Ïðà-

âèëà ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿþò ðàçðåøåííûå ñïîñîáû çàìåíû èñõîäíî-

ãî ñèìâîëà íà öåïî÷êó ñèìâîëîâ, ñîäåðæàùèõ êàê òåðìèíàëüíûå, òàê

è íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû. Ïðåäëîæåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåííûì, åñëè

îíî ñîäåðæèò òîëüêî òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû.

Åñëè ñ êàæäûì êëàññîì îáúåêòîâ ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ ãðàììàòè-

êó, òî ëþáîé îáúåêò êëàññà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäëîæåíèå, ñî-

ñòàâëåííîå ïî ïðàâèëàì äàííîé ãðàììàòèêè. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ îá-

ðàçîâ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè âíîâü

ïðåäúÿâëÿåìûé îáúåêò, îïèñàííûé ñ ïîìîùüþ àë�àâèòà V , òåðìèíàëü-

íûì (êîíå÷íûì) ïðåäëîæåíèåì êàêîé-ëèáî ãðàììàòèêè, ò. å. îòíîñèòñÿ

ëè îí êëàññó îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòà ãðàììàòèêà ïîñòðîåíà èëè íåò.

Òàêàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ãðàììàòè÷åñêèì ðàçáîðîì ïðåäëîæåíèÿ è

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ. �ðàìàòè÷åñêèé ðàçáîð

ïðåäëîæåíèÿ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ äâóìÿ ïóòÿìè:

• �ñâåðõó-âíèç� � áåðåòñÿ êîðíåâîé ñèìâîë S è ïîñðåäñòâîì ïðàâèë

ãðàììàòèêè ïûòàþòñÿ ïîëó÷èòü çàäàííîå ïðåäëîæåíèå;

• �ñíèçó-ââåðõ� � áåðåòñÿ ïðåäëîæåíèå, îïèñàííîå â àë�àâèòå ãðàììà-

òèêè è ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç, ñîîòâåòñòâóåò ëè îíî ïðàâèëàì ãðàì-

ìàòèêè.

�àññìîòðèì ïðèìåð ãðàììàòèêè äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñèìâîëüíûõ îá-

ðàçîâ. Îáîçíà÷èì áîëüøèìè áóêâàìè íåòåðìèíàëüíûå, à ìàëûìè òåðìè-

íàëüíûå ñèìâîëû ãðàììàòèêè.

VT : {a(→), b(↑), (ւ)} � òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû, õàðàêòåðèçóþùèå

íàïðàâëåííûå îòðåçêè;

VN : {S,A,B, C,D} � íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû;
P : {S ⇒ abC, S ⇒ aSBC,CB ⇒ CD,CD ⇒ BD,BD ⇒ BC, bB ⇒

bb, C ⇒ c} � ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè;
Ïîñòðîèì íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè äàííîé

ãðàììàòèêè.

1. S ⇒ abC ⇒ abc � òåðìèíàëüíîå ïðåäëîæåíèå;
2. S ⇒ aSBC ⇒ aabCBC ⇒ aabCDC ⇒ aabBDC ⇒ aabBCC ⇒

aabbCC ⇒ aabbcc � òåðìèíàëüíîå ïðåäëîæåíèå.

Íà ðèñóíêå 33 ïðèâåäåíû îáðàçû ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì ïðåäëîæå-

íèÿì. Âèäíî, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè

ñî ñòîðîíàìè ïðîïîðöèîíàëüíûìè èñõîäíûì îòðåçêàì. Òàêèì îáðàçîì,
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�èñ. 33. Îáðàçû, îïèñûâàíèå ãðàììàòèêîé

ÿçûê, ïîðîæäåííûé äàííîé ãðàììàòèêîé, ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèåì êëàññà

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ìîæíî ñîïîñòàâèòü

ïðåäëîæåíèå âèäà: {anbncn|n ≥ 1}.

Ìåòîäû êîëëåêòèâîâ ðåøàþùèõ ïðàâèë

�àçëè÷íûå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì ðå-

çóëüòàòàì íà îäíèõ è òåõ æå íàáîðàõ ïðèçíàêîâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò

æåëàíèå ðàçðàáîòàòü ïðàâèëî, êîòîðîå ó÷èòûâàëî áû ñèëüíûå ñòîðîíû

êàæäîãî èç èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ, à âûâîä äåëàëñÿ

áû íà îñíîâå íåêîòîðîãî ñèíòåòè÷åñêîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà (àëãîðèò-

ìà). Ò.å. äîëæíà ïðèìåíÿòüñÿ äâóõóðîâíåâàÿ ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ. Íà

ïåðâîì óðîâíå ðàáîòàþò ÷àñòíûå àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ, à íà âòî-

ðîì ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ñòðîèòñÿ áëîê ñèíòåçà. Òàêîé ïîäõîä

íîñèò íàçâàíèå ìåòîä êîëëåêòèâîâ ðåøàþùèõ ïðàâèë. Äëÿ êàæäîãî

ðåøàþùåãî ïðàâèëà âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü êîìïåòåíòíîñòè, ò.å. âûäåëÿåò-

ñÿ òî ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, â êîòîðîì äàííîå ïðàâèëî

ðàáîòàåò ëó÷øå âñåãî. Òàêîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ ïðîèç-

âîäèòñÿ, èñõîäÿ èç ýêñïåðòíûõ îöåíîê ïðåäìåòíîé îáëàñòè ñïåöèàëèñòà-

ìè, ðàññëîåíèÿ âûáîðêè îáúåêòîâ ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó, íà îñíîâå

�îðìàëüíûõ ñîîòíîøåíèé è ò.ï. Äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ îáëàñòåé

âûáèðàåòñÿ íàèáîëåå îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ.

Áëîê ñèíòåçà ðàññìàòðèâàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ÷àñòíûìè àë-

ãîðèòìàìè, êàê èñõîäíûå ïðèçíàêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîãî îáîáùåííîãî

ðåøàþùåãî ïðàâèëà. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ãîëîñîâàíèå � ïðåäïî-

÷òåíèå îòäàåòñÿ òîìó âûâîäó, êîòîðûé ïîëó÷åí â áîëüøèíñòâå èñïîëü-

çóåìûõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ.

Íà ïðàêòèêå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ êîëëåêòèâîâ ðåøàþùèõ ïðàâèë òðå-

áóåò áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé, øèðîêîãî ïðèâëå÷åíèÿ ýêñïåðòíûõ
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çíàíèé, ïîýòîìó â íèõ, íàðÿäó ñ �îðìàëèçîâàííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè

ïîäõîäàìè, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ è äîïóùå-

íèÿ.

Íåéðîííûå ñåòè

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñòàëè øèðîêî

ïðèìåíÿòüñÿ èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè, â îñíîâó ðàáîòû êîòîðûõ

çàëîæåíû ïðèíöèïû èììèòàöèè ïðîöåññîâ ðàñïîçíàâàíèÿ, ðåàëèçóåìûõ

ãîëîâíûì ìîçãîì ÷åëîâåêà. Íåéðîííàÿ ñåòü ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà îòíî-

ñèòåëüíî ïðîñòûõ, â ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ, èìèòèðóþ-

ùèå ðàáîòó íåéðîíîâ ìîçãà. Îñíîâíîé ÿ÷åéêîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåí-

íûé íåéðîí (ðèñ. 34). Êàæäûé íåéðîí õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì òåêóùèì

ñîñòîÿíèåì, ïî àíàëîãèè ñ íåðâíûìè êëåòêàìè ãîëîâíîãî ìîçãà, êîòî-

ðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè èëè â ïîêîå. Íåéðîí

îáëàäàåò ãðóïïîé ñèíàïñîâ � îäíîíàïðàâëåííûõ âõîäíûõ ñâÿçåé, ñîåäè-

íåííûõ ñ âûõîäàìè äðóãèõ íåéðîíîâ, à òàêæå èìååò àêñîí � âûõîäíóþ

ñâÿçü äàííîãî íåéðîíà, ñ êîòîðîé ñèãíàë (âîçáóæäåíèÿ èëè òîðìîæå-

íèÿ) ïîñòóïàåò íà ñèíàïñû ñëåäóþùèõ íåéðîíîâ. Êàæäûé ñèíàïñ ìîæåò

áûòü îõàðàêòåðèçîâàí âåëè÷èíîé ñèíàïòè÷åñêîé ñâÿçè èëè åå âåñîì wi,

êîòîðûé ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó ýêâèâàëåíòåí ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäè-

ìîñòè. Ñîñòîÿíèå íåéðîíà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

âçâåøåííàÿ ñóììà åãî âõîäîâ:

S =

n∑

i=1

wixi. (229)

Âåëè÷èíà âûõîäà íåéðîíà Y , ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé åãî ñîñòîÿíèÿ Y =
f(S) è íàçûâàåòñÿ àêòèâàöèîííîé �óíêöèåé. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà

àêòèâàöèîííîé �óíêöèè, âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ, íåéðîííàÿ ñåòü ìî-

æåò áûòü íàñòðîåíà íà ðàñïîçíàâàíèå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáúåêòîâ.

Ñîåäèíåííûå îïðåäåëåííûì îáðàçîì, íåéðîíû îáðàçóþò íåéðîííóþ

ñåòü. Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáîâ ñîåäèíåíèÿ íåéðîíîâ âûäåëÿþò îäíî-

ñëîéíûå è ìíîãîñëîéíûå ñåòè. ×èñëî ñëîåâ è ÷èñëî íåéðîíîâ â êàæäîì

ñëîå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, îäíàêî �àêòè÷åñêè îíî îãðàíè÷åíî ðå-

ñóðñàìè êîìïüþòåðà èëè ñïåöèàëèçèðîâàííîé ìèêðîñõåìû, íà êîòîðûõ

îáû÷íî ðåàëèçóåòñÿ íåéðîííàÿ ñåòü.

Ïðèìåðîì îäíîñëîéíîé íåéðîííîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ ïåöåïòðîí, ïîäðîáíî

ðàññìîòðåííûé ðàíåå. Åñëè êàæäûé íåéðîí ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ ñâÿçàí
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�èñ. 34. Èñêóññòâåííûé íåéðîí

ñî âñåìè àêñîíàìè íåéðîíîâ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ èëè, â ñëó÷àå ïåðâîãî

ñëîÿ, ñî âñåìè âõîäàìè ñåòè, òî òàêàÿ ñåòü íàçûâàåòñÿ ïîëíîñâÿçíîé

íåéðîííîé ñåòüþ. Êîãäà íåéðîííàÿ ñåòü ïðåäñòàâëåíà îäíèì ñëîåì

íåéðîíîâ, òî àëãîðèòì åå îáó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí, ò.ê. ïðàâèëü-

íûå âûõîäíûå ñîñòîÿíèÿ íåéðîíîâ çàâåäîìî èçâåñòíû, è ïîäñòðîéêà ñè-

íàïòè÷åñêèõ ñâÿçåé èäåò èç òðåáîâàíèÿ ìèíèìèçàöèè îøèáêè íà âûõîäå

ñåòè. Â ìíîãîñëîéíûõ ñåòÿõ îïòèìàëüíûå âûõîäíûå çíà÷åíèÿ íåéðîíîâ

âñåõ âíóòðåííèõ ñëîåâ ñåòè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ïîýòî-

ìó ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ òàêèõ ñåòåé îñíîâàíû íà ñïåöè-

àëüíûõ àëãîðèòìàõ, òðåáóþùèõ áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Âûáîð ñòðóêòóðû íåéðîííîé ñåòè (ñèíòåç) çàâèñèò îò ñëîæíîñòè è

îñîáåííîñòåé ðåøàåìîé çàäà÷è è çàäàåòñÿ ÷èñëîì íåéðîíîâ ñåòè, ïëîò-

íîñòüþ ñâÿçåé ìåæäó íèìè, êîëè÷åñòâîì âûäåëåííûõ ñëîåâ. Îáó÷åíèå

íåéðîííîé ñåòè çàêëþ÷àåòñÿ â îïòèìàëüíîì ïîäáîðå âåñîâûõ êîý��è-

öèåíòîâ è ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê � ó÷èòåëåì� òàê è �áåç ó÷èòåëÿ�. Â

ïåðâîì ñëó÷àå íåéðîííîé ñåòè ïðåäúÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êàê âõîäíûõ, òàê

è æåëàòåëüíûõ âûõîäíûõ ñèãíàëîâ è îíà ïî çàäàííîìó àëãîðèòìó ïîä-

ñòðàèâàåò âåñà ñâîèõ ñèíàïòè÷åñêèõ ñâÿçåé. Âî âòîðîì ñëó÷àå âûõîäíûå

ñèãíàëû ñåòè �îðìèðóþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî íà îñíîâå òîëüêî ïðåäúÿâ-

ëÿåìûõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ.
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Ëåêöèÿ 14. Ïðèíöèïû ðàñïîçíàâàíèÿ

çðèòåëüíûõ îáðàçîâ

Îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ

îáðàçîâ â áèîìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííûé

àíàëèç è õðàíåíèå èçîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÝÂÌ. Ñïåêòð çàäà÷

çäåñü î÷åíü øèðîê: îò àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïîäñ÷åòà êëåòîê, õðîìîñîì

äî àíàëèçà èçîáðàæåíèé â êîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè. Öåëüþ àíàëèçà

çðèòåëüíîãî èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå îïðåäåëåííîãî ñîáûòèÿ

èëè êëàññè�èêàöèÿ îáúåêòà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðåíòãåíîâñêîì ñíèìêå,

ýêðàíå ìîíèòîðà, �îòîãðà�èè è ò.ï. �ëàâíàÿ ïðîáëåìà àíàëèçà èçîáðà-

æåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñõîäíûé çðèòåëüíûé îáðàç ïðåäñòàâëåí

äåñÿòêàìè è ñîòíÿìè òûñÿ÷ áèò èí�îðìàöèè. Äëÿ ý��åêòèâíîé ðàáî-

òû àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü åãî â îïèñàíèå,

ïðåäñòàâëåííîå ìàêñèìóì íåñêîëüêèìè äåñÿòêàìè áèò, ïðè÷åì ñîõðà-

íèòü ïðè ýòîì îñíîâó äëÿ êà÷åñòâåííîãî ðàñïîçíàâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

ïðåæäå ÷åì ðåøàòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü çàäà÷è,

ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèåì çðèòåëüíîé èí�îðìàöèè â �îðìå ïðèãîäíîé

äëÿ õðàíåíèÿ â ÝÂÌ è ñ îáðàáîòêîé èçîáðàæåíèé: ïîäàâëåíèåì íåñó-

ùåñòâåííûõ äåòàëåé, ñãëàæèâàíèåì äå�åêòîâ èçîáðàæåíèÿ, âûäåëåíèåì

êîíòóðà îáúåêòà è ò.ï.

Ïðåäñòàâëåíèå çðèòåëüíîé èí�îðìàöèè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷åðíî-áåëîå èçîáðàæåíèå, ëåæàùåå â ïëîñêîñòè

XY , êàê âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ g(x, y).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé èíòåíñèâíîñòè èçîáðàæåíèÿ g(x, y) íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòè ñâåòà, îòðàæåí-

íîãî îò ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ â òî÷êå (x, y) (ÿðêîñòè èçîáðàæåíèÿ).

Óäîáíî, ÷òîáû äèàïàçîí èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè èíòåíñèâíî-
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ñòè áûë íîðìèðîâàí íà åäèíè÷íûé èíòåðâàë: g(x, y) = 0 äëÿ ÷åðíîãî

öâåòà, è g(x, y) = 1 äëÿ áåëîãî, (ëèáî íàîáîðîò, èç ñîîáðàæåíèé óäîá-

ñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ çðèòåëüíîãî îáúåêòà). Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ îòòåíêîâ

0 < g(x, y) < 1.
Ôóíêöèþ èíòåíñèâíîñòè çàäàòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ìîæíî òîëüêî

äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ âèäîâ èçîáðàæåíèé. Õðàíåíèå æå ëþáîé èí-

�îðìàöèè â ÝÂÌ, â òîì ÷èñëå è çðèòåëüíîãî îáðàçà, âîçìîæíî ëèøü

â öè�ðîâîé �îðìå. Ïîýòîìó äëÿ õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ

�óíêöèþ èíòåíñèâíîñòè çàäàþò ïóòåì èçìåðåíèÿ åå çíà÷åíèé â äîñòà-

òî÷íî áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê ïëîñêîñòè XY è èõ çàïîìèíàíèÿ â âèäå

�àéëà ÷èñëîâûõ äàííûõ. Ýòîò ïðîöåññ íîñèò íàçâàíèå âçÿòèÿ îòñ÷åòîâ

èëè êâàíòîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá êâàíòîâàíèÿ

� ðàçáèòü ïëîñêîñòü èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñåòêè íà ÿ÷åéêè è èçìå-

ðÿòü ÿðêîñòü èçîáðàæåíèÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê (èëè èíòåãðàëüíóþ ÿðêîñòü

â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè).

Ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå îò ÷åðíî-

ãî äî áåëîãî öâåòà, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ðàçáèâàòü êà÷åñòâåííûé äèàïàçîí

èíòåíñèâíîñòåé íà ðÿä ãðàäàöèé. Ïîñëå ÷åãî èñõîäíîå èçîáðàæåíèå (åãî

�óíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ìàññèâîì ÷èñåë.Êàê

ðàçáèâàòü íà ãðàäàöèè? Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

äèàïàçîí èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçîáðàæåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà îäèíà-

êîâûå èíòåðâàëû. Èõ êîëè÷åñòâî îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèÿìè ñîõðàíåíèÿ

ïîäðîáíîñòè èçîáðàæåíèÿ è ðàçóìíûì îáúåìîì ïîëó÷àåìîãî ìàññèâà ÷è-

ñåë. Îäíàêî, èíîãäà ñòóïåíè êâàíòîâàíèÿ âûáèðàþò è íåðàâíîìåðíûìè.

Íàïðèìåð, åñëè áîëüøèíñòâî ñóùåñòâåííûõ äåòàëåé ëåæèò â òåìíîé îá-

ëàñòè, òî òåìíûé èíòåðâàë ìîæíî ðàçáèòü íà áîëåå ìåëêèå ñòóïåíè, à

ñâåòëûå íà áîëåå êðóïíûå. Äðóãîé ïîäõîä ê âûáîðó ñòóïåíåé êâàíòîâà-

íèÿ îñíîâàí íà ñëåäóþùåì �àêòå èç �èçèîëîãèè óñòðîéñòâà çðèòåëüíîé

ñèñòåìû: ðåàêöèÿ çðèòåëüíîé ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè,

ò.å. ýêñïîíåíöèàëüíîå èçìåíåíèå ÿðêîñòè çðèòåëüíîãî ñòèìóëà âîñïðè-

íèìàåòñÿ êàê â ðàâíîé ñòåïåíè çàìåòíîå íà ãëàç. Äðóãèìè ñëîâàìè ðàâ-

íîìåðíî êâàíòóåòñÿ âåëè÷èíà loga g(x, y).
Âûáîð âèäà ñåòêè äëÿ êâàíòîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü

ðàçëè÷íûì (ðèñ. 35). Íàèáîëåå ïðîñòàÿ � êâàäðàòíàÿ ñåòêà. Â ýòîì ñëó-

÷àå èçîáðàæåíèå áóäåò îïèñûâàòüñÿ äâóìåðíîé ÷èñëîâîé ìàòðèöåé g(i, j),

ýëåìåíòû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò èíòåíñèâíîñòè èçîáðàæåíèÿ â ÿ÷åéêàõ

ñåòêè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòíîé ñåòêè ñî-
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�èñ. 35. Âèäû ñåòîê äëÿ êâàíòîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ

ñåäíèå ÿ÷åéêè, íàïðèìåð, ìîãóò è íå èìåòü îáùåé ñòîðîíû, ÷òî íåñêîëü-

êî óñëîæíÿåò àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ è àíàëèçà ñîñåäíèõ ÿ÷ååê ñåòêè.

Åñëè â êà÷åñòâå ñåòêè âûáðàòü ñîòîâóþ ñòðóêòóðó, òî ñîñåäíèìè áóäóò

ñ÷èòàòüñÿ ëþáûå ÿ÷åéêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó.

�àññìîòðèì ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ, çàêëþ÷àþùèéñÿ â

èñïîëüçîâàíèè òîëüêî äâóõ ãðàäàöèé èíòåíñèâíîñòè: ÷åðíîé è áåëîé.

Áèíàðíûì èçîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèå, �óíêöèÿ èíòåí-

ñèâíîñòè êîòîðîãî èìååò âèä:

g(i, j) =

{
1 åñëè (i, j) - ýëåìåíò îáúåêòà,
0 åñëè (i, j) - ýëåìåíò �îíà.

(230)

Ïîëó÷èòü áèíàðíîå èçîáðàæåíèå ìîæíî, çàäàâàÿ ïîðîã ρ0, äëÿ �óíêöèè
èíòåíñèâíîñòè ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ:

g(i, j) > ρ0 ⇒ g(i, j) = 1,

g(i, j) ≤ ρ0 ⇒ g(i, j) = 0.

Óäîáñòâî òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çðèòåëüíîãî îáðàçà, ïðåæäå âñåãî, â ïðî-

ñòîòå àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè ïîëó÷åííûõ ìàññèâîâ ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè, â

âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ àíàëèçà èçîáðàæå-

íèÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ

Â îáðàáîòêå çðèòåëüíîãî îáðàçà âûäåëÿþò äâå îñíîâíûå çàäà÷è. Ïåð-

âàÿ � âûäåëåíèå êîíòóðà îáúåêòà, âòîðàÿ � ñãëàæèâàíèå èçîáðàæåíèÿ.

Èç ïñèõîëîãèè âîñïðèÿòèÿ èçâåñòíî, ÷òî âíèìàíèå êîíöåíòðèðóåòñÿ,

ïðåæäå âñåãî, íà ãðàíèöàõ ìåæäó áîëåå èëè ìåíåå îäíîðîäíûìè îáëà-

ñòÿìè, à êîíòóð, êàê ïðàâèëî, è ÿâëÿåòñÿ òàêîé ãðàíèöåé. Î÷åâèäíî, ÷òî

ïðè ïåðåõîäå ê êîíòóðíîìó èçîáðàæåíèþ ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷íàÿ ïîòåðÿ

èí�îðìàöèè, íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ìàëî ñêàæåòñÿ íà êà÷åñòâå ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ.
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�èñ. 36. Îöåíêà ãðàäèåíòà èíòåíñèâíîñòè

Äëÿ âûäåëåíèÿ êîíòóðà èçîáðàæåíèÿ íóæíî âûÿâèòü îáëàñòè,

ñîäåðæàùèå ðåçêèå èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, è èãíîðèðîâàòü îáëàñòè

ñ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëè-

çà �óíêöèè èíòåíñèâíîñòè g(x, y), ãðàíèöà � ýòî îáëàñòè ñ áîëüøèì

ãðàäèåíòîì �óíêöèè èíòåíñèâíîñòè. Â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîãî çàäàíèÿ

�óíêöèè èíòåíñèâíîñòè, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèå

ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (∂g/∂x, ∂g/∂y), îïðåäå-

ëÿþùèì âåêòîð ãðàäèåíòà �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà �óíêöèè èíòåíñèâíîñòè, çàäàííîé ÷èñëîâîé

ìàòðèöåé g(i, j), îñóùåñòâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèé ãðàäèåíòà â ÿ÷åéêå (i, j),
ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ïåðåêðåñòíîãî îïåðàòîðà �îáåðòñîíà R(i, j):

|grad(g(i, j))| ≈ R(i, j) =

=
√

[g(i, j)− g(i+ 1, j + 1)]2 + [g(i, j + 1)− g(i+ 1, j]2. (231)

Òàêèì îáðàçîì äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè (i, j) âûäåëÿåòñÿ îêíî ðàçìåðîì 2x2

(ðèñ. 36-A), èíòåíñèâíîñòè èçîáðàæåíèÿ â ÿ÷åéêàõ êîòîðîãî ñðàâíèâà-

þòñÿ ïî äèàãîíàëÿì. Åñëè ÿ÷åéêà(i, j) íàõîäèòñÿ â îáëàñòè îäíîðîäíîé

èíòåíñèâíîñòè, òî R(i, j) = 0; åñëè íàáëþäàåòñÿ ïåðåïàä èíòåíñèâíîñòåé,
òî R(i, j) > 0.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé îöåíêè ãðàäèåíòà èíîãäà èñ-

ïîëüçóþò �îðìóëó:

|grad(g(i, j))| ≈ F (i, j) =

= |[g(i, j)− g(i+ 1, j + 1)]2 + [g(i, j + 1)− g(i+ 1, j]2|. (232)

Âåëè÷èíà F (i, j) íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0 < F (i, j) < R(i, j), íî õàðàêòåð
ïîâåäåíèÿ òîò æå ñàìûé, ÷òî è R(i, j).

Çàäàâàÿ íåêîòîðûé ïîðîã ρ0 äëÿ ãðàäèåíòà èíòåíñèâíîñòè è âûäå-

ëÿÿ ÿ÷åéêè óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ R(i, j) > ρ0, ìîæíî âûäåëèòü âñå
ãðàíèöû èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, ïðè÷åì ñòåïåíü äåòàëèçàöèè èçîá-
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ðàæåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé ïîðîãà. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëü-

òàòå ïîäîáíîé ïðîöåäóðû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíò-

íûì èçîáðàæåíèåì, à ïðîöåññ åãî ïîëó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíûì

äè��åðåíöèðîâàíèåì èëè âûäåëåíèåì êîíòóðîâ, ïîâûøåíèåì ðåçêî-

ñòè èçîáðàæåíèÿ.

�àññìîòðèì îáùèé ïîäõîä ê ñãëàæèâàíèþ èçîáðàæåíèÿ Íåîáõî-

äèìîñòü ñãëàæèâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ îáóñëîâëåíà ñóùåñòâîâàíèåì øóìîâ

èíòåíñèâíîñòè: áëèêîâ íà èçîáðàæåíèè, öàðàïèí, èçëîìîâ íà �îòîãðà-

�èè è ò.ï.

�åàëüíàÿ �óíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ:

g(i, j) = s(i, j) + ε(i, j), (233)

ãäå s(i, j) � èäåàëüíîå èçîáðàæåíèå, ε(i, j) � øóìû. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü

s(i, j) ïî èìåþùåéñÿ �óíêöèè èíòåíñèâíîñòè g(i, j). Óìåíüøèòü øóìî-
âóþ ñîñòàâëÿþùóþ èíòåíñèâíîñòè ìîæíî ïóòåì ñãëàæèâàíèÿ èçîáðàæå-

íèÿ. Â ñëó÷àå ñåòî÷íîãî èçîáðàæåíèÿ äëÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ èçîáðà-

æåíèÿ íà �îíå øóìîâ ñëåäóåò óâåëè÷èâàòü ðàçìåðû îêíà (ðèñ. 36-B).

�ðàäèåíò �óíêöèè â ÿ÷åéêå e ìîæíî îöåíèòü êàê

s(e) =
√

s2x + s2y èëè s(e) = |sx|+ |sy|, (234)

ãäå

sx = [g(c) + 2g(f) + g(i)]− [g(a) + 2g(d) + g(g)],

sy = [g(g) + 2g(h) + g(i)]− [g(a) + 2g(b) + g(c)].

Äðóãîé ñïîñîá ñãëàæèâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå �óíêöèè

èíòåíñèâíîñòè â òî÷êå (i, j), ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé:

sω(i, j) =
1

Sω

∑

n,m

g(n,m), (235)

ãäå Sω � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê, ñîñòàâëÿþùèõ îêíî ñãëàæèâàíèÿ, à ñóììè-

ðîâàíèå ïî n,m � ñóììèðîâàíèå ïî ÿ÷åéêàì, âõîäÿùèì â îêíî ñãëà-

æèâàíèÿ. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî òàêîå óñðåäíåíèå èíòåíñèâíîñòè ìîæåò

ïðèâîäèòü, íàðÿäó ñ ïîëåçíûì ý��åêòîì î÷èñòêè èçîáðàæåíèÿ, ê åãî

ðàçìûòîñòè, ò.å. ê ñìàçûâàíèþ äåòàëåé â îáëàñòÿõ ñ ìàëûì èçìåíåíèåì

�óíêöèè èíòåíñèâíîñòè.
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�èñ. 37. �àñïîçíàâàíèå îáúåêòà â ïîëå èçîáðàæåíèÿ

�àñïîçíàâàíèå çðèòåëüíûõ îáðàçîâ

�àñïîçíàâàíèå îáúåêòà â ïîëå èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðó-

äîåìêóþ çàäà÷ó, ñëîæíîñòü êîòîðîé îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî èäåíòè�èöè-

ðóåìûé îáúåêò ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ â ðàçíûõ ìåñòàõ ïîëÿ èçîáðàæåíèÿ,

áûòü ðàçâåðíóòûì ïîä ðàçëè÷íûìè óãëàìè è ò.ï.

Ïðîñòåéøèé ìåòîä ïîèñêà îáúåêòà íà èçîáðàæåíèè çàêëþ÷àåòñÿ â

ñðàâíåíèè åãî ñ ýòàëîíîì (øàáëîíîì). Ïóñòü èìååòñÿ áèíàðíîå èçîáðà-

æåíèå (ðèñ. 37), íà êîòîðîì èçîáðàæåíû îáúåêòû: ïðÿìîóãîëüíèê è òðå-

óãîëüíèê. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíàðóæèòü òðåóãîëüíèê íóæíî âçÿòü øàá-

ëîí A, è ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåäâèãàÿ åãî ïî ïîëþ èçîáðàæåíèÿ, äîáèòüñÿ

ñîâïàäåíèÿ ïî óðîâíþ èíòåíñèâíîñòè îáëàñòåé øàáëîíà è èçîáðàæåíèÿ.

Åñëè òàêîå ñîâïàäåíèå ïîëó÷åíî, òî ñ÷èòàåì ÷òî îáúåêò ðàñïîçíàí. Îä-

íàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè øàáëîíà A åñòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî äîñòàòî÷íî

áîëüøàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî èçîáðàæåíèå (íàïðèìåð, ïðÿìî-

óãîëüíèê ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþùèé òðåóãîëüíèê), áóäåò òàêæå ïðèíÿòà

çà èñêîìûé îáúåêò, ïîýòîìó øàáëîí âèäà B, ó÷èòûâàþùèé îêðóæåíèå

êîíòóðà îáúåêòà, áóäåò íàäåæíåå ðàñïîçíàâàòü òðåáóåìûé îáúåêò.

Ôîðìàëèçîâàííûé àëãîðèòì òàêîãî ïîèñêà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü g(i, j) � �óíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ, t(i, j) �
�óíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ýòàëîíà, Ω � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòàëîíà. Òîãäà

â êà÷åñòâå ìåðû ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îáëàñòüþ èçîáðàæåíèÿ è ýòàëîíîì

ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíó

M(m, n) =
∑

i−m∈Ω

∑

j−n∈Ω
|g(i, j)− t(i−m, j − n)|, (236)

ãäå m, n � òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ýòàëîíà íà èçîáðàæåíèè. Òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû íàéòè îáúåêò â îáëàñòè èçîáðàæåíèÿ, íóæíî ðàññ÷èòàòü M(m, n)
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äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèém, n è çà�èêñèðîâàòü òå ïîçèöèè, â êîòîðûõ

M(m, n) = 0 (â ñëó÷àå èäåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ) è M(m, n) → min (äëÿ
ðåàëüíûõ îáúåêòîâ). Â ñëó÷àå áèíàðíîãî èçîáðàæåíèÿ âåëè÷èíàM(m, n)

÷èñëåííî ðàâíà êîëè÷åñòâó ÿ÷ååê èçîáðàæåíèÿ, â êîòîðûõ óðîâíè èíòåí-

ñèâíîñòè èçîáðàæåíèÿ è ýòàëîíà ðàçëè÷íû.

Âåëè÷èíà M(m, n) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðàññòîÿíèÿ è åå ìîæíî âû-

áèðàòü ïî-ðàçíîìó, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâî ðàññòî-

ÿíèå:

M(m, n) = E(m, n) =

√ ∑

i−m∈Ω

∑

j−n∈Ω
(g(i, j)− t(i−m, j − n))2. (237)

Ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

E2(i, j) =
∑

i−m∈Ω

∑

j−n∈Ω
[g2(i, j)− 2g(i, j)t(i−m, j − n) + t(i−m, j − n)2].

(238)

Âåëè÷èíà t(i − m, j − n) çàâèñèò òîëüêî îò âèäà ýòàëîíà è íå çàâè-

ñèò îò m, n (ò.ê. ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò èçîáðàæåíèþ); g2(i, j) ïðèíè-
ìàåò âñåãäà íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

E2(i, j), ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïîçíàâàíèþ îáúåêòà, ýêâèâàëåíòíî âûïîë-

íåíèþ óñëîâèÿ g(i, j)t(i−m, j − n) → max.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé âçàèìíîé êîððåëÿöèè Rg,t íàçûâàåòñÿ

�óíêöèÿ âèäà:

Rg,t(m, n) =
∑

i−m∈Ω

∑

j−n∈Ω
g(i, j)t(i−m, j − n). (239)

Ýòàëîí è îáúåêò èçîáðàæåíèÿ ïîõîæè, åñëè �óíêöèÿ âçàèìíîé êîððå-

ëÿöèè ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìóìó. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà g(i, j) òàêæå âëèÿåò
íà E2(m, n), òî äëÿ óìåíüøåíèÿ ýòîãî âëèÿíèÿ ðàññìàòðèâàþò íîðìè-
ðîâàííóþ �óíêöèþ âçàèìíîé êîððåëÿöèè:

Ng,t(m, n) =
Rg,t(m, n)√∑

i,j

g2(i, j)
, (240)

êîòîðàÿ òàêæå ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîãäà ñîîòâåòñòâèå

îáúåêòà è ýòàëîíà íàèáîëüøåå.

Äëÿ ïîèñêà îáúåêòà, îðèåíòàöèÿ êîòîðîãî â ïîëå èçîáðàæåíèÿ ïðîèç-

âîëüíà, òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ýòàëîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì åãî
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ïîëîæåíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ãëîáàëüíûé ýòàëîí çàìåíÿþò íàáîðîì áîëåå ïðî-

ñòûõ ëîêàëüíûõ è îñóùåñòâëÿþò èõ ïîèñê. Â ÷àñòíîñòè, òðåóãîëüíèê

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð òðåõ îòðåçêîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âçà-

èìîðàñïîëîæåíèåì èõ êîíöîâ.

Îäíàêî äëÿ îáúåêòîâ ñî ñëîæíîé êîí�èãóðàöèåé ïîäõîä êëàññè�è-

êàöèè íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ ýòàëîíîì ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçäêîé â âû÷èñ-

ëèòåëüíîì ïëàíå ïðîöåäóðîé, ïîýòîìó äëÿ èõ ðàñïîçíàâàíèÿ ñòàðàþòñÿ

ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå ïîäõîäû èëè ìåòîäû ñòðóêòóðíîãî

ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

Àâòîìàòèçàöèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ìåäèöèíñêèõ èçîáðà-

æåíèé

Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå öè�ðîâûõ ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé äëÿ ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ ïàòîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîñòàíîâêè äèàãíîçà òðåáóåò

ðàçâèòèÿ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé àâòîìàòèçàöèè ðàñïîçíàâàíèÿ èçîá-

ðàæåíèé. Ïðîöåññ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ìîæíî ðàæåëèòü íà äâå áîëü-

øèå êàòåãîðèè: ìåòîäû, â êîòîðûõ íà âõîäå è íà âûõîäå èìåþòñÿ èçîá-

ðàæåíèÿ, è ìåòîäû, ãäå íà âõîä ïîñòóïàþò èçîáðàæåíèÿ, à íà âûõîäå

âîçíèêàþò ïðèçíàêè è àòðèáóòû, âûäåëåííûå íà îñíîâàíèè ýòèõ èçîáðà-

æåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ìåäèöèíñêîå èçîáðàæåíèå ïðåäîñòàâëÿåò äâóìåð-

íóþ èëè òðåõìêðíóþ âèçóàëüíóþ èí�îðìàöèþ î âíóòðåííèõ ñòðóêòó-

ðàõ è �óíêöèÿõ ÷åëîâå÷åñêîãî òåëà.

Ìåäèöèíñêîå èçîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðàäèîëîãè÷åñêèìè

èëè íåðàäèîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè. �àäèîëîãè÷åñêèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò

ñäåëàòü äîñòóïíûì äëÿ âèçóàëüíîãî âîñïðèÿòèÿ èí�îðìàöèþ, êîòîðàÿ

íå âîñïðèíèìàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî çðåíèåì, íåðàäèîëîãè÷åñêèìè ìåòî-

äàìè ïîëó÷àþò èçîáðàæåíèÿ, îòñíÿòûå âèäåîêàìåðîé (ýíäîñêîïèÿ) èëè

ñ�îòîãðà�èðîâàííûå (ìèêðîñêîïè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ â ãèñòîëîãèè, ïà-

òîëîãèè, äåðìàòîëîãè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ è ò.ä.). Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ âèäîâ ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ êàê ïî ñïî-

ñîáó ïîëó÷åíèÿ è îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ, òàê è ïî îñîáåííîñòÿì êîíå÷íîãî

èçîáðàæåíèÿ. Íèæå ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå òèïû ìåäèöèíñêèõ èçîáðà-

æåíèé.
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• Àíãèîãðà�è÷åñêèå ïîçâîëÿþò îòîáðàçèòü äâèæåíèå òîêà êðîâè ïî

àðòåðèÿì è âåíàì òåëà. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ êîíòðàñòà ñîñóäîâ â êðîâü

÷åëîâåêà ââîäèëîñü ðåíòãåíîêîíòðàñòíîå âåùåñòâî. Ñîñóäû íà àí-

ãèîãðà�è÷åñêèõ èçîáðàæåíèÿõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíûå ïðî-

òÿæåííûå îáúåêòû ñ ìåíÿþùèìñÿ êîíòðàñòîì. Ïîýòîìó îñíîâíûì

ìåõàíèçìîì â îáðàáîòêå è àíàëèçå òàêèõ èçîáðàæåíèé, ïîçâîëÿþ-

ùèì ñîõðàíèòü òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîñóäîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëóòî-

íîâîå óòîíüøåíèå.

• Óëüòðàçâóêîâûå èçîáðàæåíèÿ � ýòî ïîëóòîíîâûå èçîáðàæåíèÿ, êî-

òîðûå ñèíòåçèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îòðàæåííûõ óëüòðàçâóêîâûõ âîëí.

Ïîëó÷åíèå ýòèõ èçîáðàæåíèé îñíîâàíî íà ñïîñîáíîñòè óëüòðàçâóêà

ïðîíèêàòü âíóòðü îðãàíà è âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ òêàíüþ. Óëüòðàçâó-

êîâûå âîëíû ïðåëîìëÿþòñÿ è îòðàæàþòñÿ â îñíîâíîì íà ãðàíèöàõ

ðåãèîíîâ, êîòîðûå èìåþò ðàçëè÷íûå àêóñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Ñîâðåìåííûå ñêàíåðû ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òðåõìåðíûå èçîáðàæåíèÿ.

• �èñòîëîãè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ � öâåòíûå èçîáðàæåíèÿ ãèñòîëîãè-

÷åñêèõ ñðåçîâ, ñ�îòîãðà�èðîâàííûõ ñ îïòè÷åñêèì óâåëè÷åíèåì â

100-1000 ðàç. Îáúåêòàìè ãèñòîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ �ðàã-

ìåíòû êëåòîê è êëåòî÷íûõ ñòðóêòóð.

• Òîìîãðà�è÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ îñíîâàíû íà èçìåðåíèè è êîìïüþ-

òåðíîé îáðàáîòêå ðàçíîñòè îñëàáëåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ

ðàçëè÷íûìè ïî ïëîòíîñòè òêàíÿìè. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èçîá-

ðàæåíèå ëþáîé îáëàñòè òåëà, âêëþ÷àÿ ìÿãêèå òêàíè. Îí òàêæå õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ïîëó÷åíèåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðîåêöèîííûõ èçîá-

ðàæåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òðåõìåðíûå ìîäåëè îáúåêòà.

Àëãîðèòìû àíàëèçà ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé â êîìïüþòåðíûõ ñè-

ñòåìàõ äèàãíîñòèêè íàïðàâëåíû íà ðåøåíèå äâóõ âçàèìîñâÿçàííûõ çà-

äà÷: �îðìàëüíàÿ è íå�îðìàëüíàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ. Ïåðâàÿ çàäà-

÷à çàêëþ÷àåòñÿ â óëó÷øåíèè êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ, âîññòàíîâëåíèè ïî-

âðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé, ðàñïîçíàâàíèå ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ èçîá-

ðàæåíèÿ. Âòîðàÿ çàäà÷à âêëþ÷àåò â ñåáÿ âûäåëåíèå îáëàñòåé èíòåðåñà,

èõ àíàëèç è êëàññè�èêàöèþ. Ïðè÷åì âûäåëåííûå ñåãìåíòû è èõ õàðàê-

òåðèñòèêè äîëæíû ÿâëÿòüñÿ îòðàæåíèåì ïàòîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà èëè

ñîñòîÿíèÿ îðãàíèçìå.

Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîáðàæåíèé ñîñòîèò

èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.
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• Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà. Íà ýòîì ýòàïå îáðàáîòêè ìèíèìèçèðó-

þòñÿ ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìîé ãåíåðàöèè èçîáðàæåíèÿ è

øóìàìè, ïðîèçâîäÿòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè íàä èçîáðàæåíèåì

,òàêèå êàê ïîâîðîò èçîáðàæåíèÿ, óâåëè÷åíèå èëè óìåíüøåíèå ìàñ-

øòàáàèçîáðàæåíèÿ.

• Èçìåíåíèå êîíòðàñòíîñòè èçîáðàæåíèÿ. Çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ÷åòå ãè-

ñòîãðàììû èçîáðàæåíèÿ, îöåíêå äîëè ïèêñåëåé äëÿ êàæäîé ãðàäà-

öèè öâåòà â èçîáðàæåíèè, ÷òî ïîçâîëÿåò çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíè-

òåëüíîé �èëüòðàöèè áîëåå äåòàëüíî âûäåëèòü çîíû èíòåðåñà. Ñóùå-

ñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû �èëüòðîâ: íèçêî÷àñòîòíûå, âûñîêî÷àñòîò-

íûå, ìåäèàííûå, àäàïòèâíûå è äðóãèå âèäû öè�ðîâûõ �èëüòðîâ.

Â öè�ðîâîé îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ

�èëüòðàöèÿ, îäíàêî ëèíåéíûå �èëüòðû ïðèâîäÿò ê ñãëàæèâàíèþ

ïåðåïàäîâ ÿðêîñòè, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü óñëîæíÿåò çàäà÷ó âûäå-

ëåíèÿ ãðàíèö. Íåëèíåéíàÿ �èëüòðàöèÿ èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíîé: ìåíüøå èñêàæàåò ïåðåïàäû ÿðêîñòè, ÷òî äà-

åò âîçìîæíîñòü òî÷íåå íàõîäèòü ãðàíèöû îáúåêòîâ è óáèðàåò èì-

ïóëüñíûå ïîìåõè.

• Ñåãìåíòàöèÿ. Ñåãìåíòàöèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âûäåëåíèÿ íà èçîá-

ðàæåíèÿõ îáëàñòåé(îðãàíû, êëåòêè è ò.ä.) ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîé-

ñòâàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿåò èññëåäîâàòåëü. Ñåãìåíòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ

ñëîæíûì ìîìåíòîì â îáðàáîòêå è àíàëèçå ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæå-

íèé áèîëîãè÷åñêîé òêàíè, òàê êàê íåîáõîäèìî âûäåëÿòü îáëàñòè,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì îáúåêòàì èëè ñòðóêòóðàì íà ãèñòîëî-

ãè÷åñêèõ ïðåïàðàòàõ: êëåòêàì, îðãàíîèäàì, àðòå�àêòàì è ò.ä. Íå

ñóùåñòâóåò îòäåëüíîãî ìåòîäà èëè àëãîðèòìà, ïîäõîäÿùåãî äëÿ ðå-

øåíèÿ âñåõ òèïîâ çàäà÷ ñåãìåíòàöèè �- ýòî ñâÿçàíî ñ âûñîêîé âà-

ðèàáåëüíîñòüþ õàðàêòåðèñòèê, ñëàáîé êîíòðàñòíîñòüþ îáðàáàòûâà-

åìûõ èçîáðàæåíèé è ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé îðãàíèçàöèåé îáúåê-

òîâ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ý��åêòèâíîãî ðåçóëü-

òàòà ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ìåòîäû ñåãìåíòàöèè.

• �àñ÷åò ïàðàìåòðîâ. �àñ÷åò ëèíåéíûõ è îáúåìíûõ ïàðàìåòðîâ âû-

äåëåííûõ àíàòîìè÷åñêèõ îáðàçîâàíèé.

• Èíòåðïðåòàöèÿ èçîáðàæåíèé. Àâòîìàòè÷åñêàÿ êîìïüþòåðíàÿ èíòåð-

ïðåòàöèÿ îäèí èç ñàìûõ ñëîæíûõ ýòàïîâ àíàëèçà. Åãî êà÷åñòâåííîå
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âûïîëíåíèå òðåáóåò ñîïîñòàâëåíèÿ âûäåëåííîãî îáúåêòà ñ âåðè�è-

öèðîâàííûìè áàçàìè ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé.

183



Ëåêöèÿ 15. Ïëàíèðîâàíèå

îïòèìàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà êàê

íàóêà

Îðãàíèçàöèÿ è ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿ-

åòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè ïî ïîëó÷åíèþ èí-

�îðìàöèè î �óíêöèíèðîâàíèè áèîñèñòåì è ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ èõ îöåí-

êè èõ ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ. Â åå îñíîâå ëåæèò ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà, êîòîðàÿ ðàçðàáàòûâàåò ïðèåìû è ìåòîäû

îïòèìàëüíîé îðãàíèçàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ýêñïåðèìåíòà

�àíåå ýêñïåðèìåíò ðàññìàòðèâàëñÿ êàê ñðåäñòâî èçó÷åíèÿ ÿâëåíèé

ïðèðîäû è áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðî-

âåäåíèå ëþáîãî îïûòà äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ÷èñòîòû. Ýòî

îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè èçìåðåíèé, âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ èñêëþ-

÷èòü âñå ïîñòîðîííèå âîçìóùåíèÿ è âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò èññëåäîâàíèÿ

è, âî-âòîðûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíàÿ âîñïðîèçâîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ èç-

ìåðåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáúåêò èññëåäîâàëñÿ êàê èçîëèðîâàííîå ÿâ-

ëåíèå áåç ó÷åòà åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé. Â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ

èññëåäîâàíèÿõ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ñëîæíûõ ñèñòåì, ñî-

äåðæàùèõ ìíîãî ýëåìåíòîâ, ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñâÿçåé ìåæäó íèìè

è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âíåøíåé ñðåäîé, òàê íàçûâàåìûõ, �ïëîõîîðãàíè-

çîâàííûõ� ñèñòåì.

Ïëàíèðîâàíèå è ïðîâåäåíèå ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé èìååò ðÿä îñî-

áåííîñòåé:

• Ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü áîëüøîé îáúåì èçìåðåíèé, êàê ïðàâèëî, äî-

ðîãîñòîÿùèõ, äëèòåëüíûõ, òðåáóþùèõ âûñîêîé òî÷íîñòè è ò.ï. Â

ýòèõ óñëîâèÿõ ý��åêòèâíîå ïëàíèðîâàíèå ðàáîò áóäåò èìåòü ïåðâî-
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ñòåïåííîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó íèêàêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ îáðàáîòêà äàííûõ ïëîõî ñïëàíèðîâàííîãî ýêñïåðèìåíòà íå

ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü åãî ðåçóëüòàòû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òîëüêî ïó-

òåì ïðîâåäåíèÿ íîâîãî ýêñïåðèìåíòà.

• Â ïðîöåññå ðàáîòû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ÝÂÌ, ÷òî óâåëè÷èâàåò âîç-

ìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòà çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìåòî-

äîâ ïðåäñòàâëåíèÿ è àíàëèçà äàííûõ, àâòîìàòèçàöèè èññëåäîâàíèé,

ïðîâåäåíèÿ ìîäåëüíûõ è ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Åñëè ðàíüøå

îðãàíèçàöèåé è ïëàíèðîâàíèåì ðàáîò çàíèìàëñÿ ñàì ýêñïåðèìåíòà-

òîð, à ìàòåìàòèê ïðèâëåêàëñÿ òîëüêî äëÿ îáðàáîòêè è ïðåäñòàâëå-

íèÿ ðåçóëüòàòîâ óæå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, òî â íàñòîÿùåå

âðåìÿ èõ ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà äîëæíà íà÷èíàòüñÿ óæå íà ñòàäèè ïîä-

ãîòîâêè ýêñïåðèìåíòà. Ïðè÷åì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ íàõîæ-

äåíèþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ äàííûõ è ïîñòðîåíèþ îïòè-

ìàëüíûõ ïðîöåäóð èõ ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñ ó÷åòîì

öåëåé èññëåäîâàíèÿ, ïðèðîäû èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ.

Âñå ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îïòèìèçàöèÿ èññëåäîâàíèé ñòàíîâèòñÿ âàæ-

íûì àñïåêòîì íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, â êîòîðîì ýêñïåðèìåíò óæå ñàì ïî

ñåáå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ, à òåîðèÿ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðè-

ìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê íàó÷íîå íàïðàâëåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ìåòîäî-

ëîãè÷åñêîé îñíîâîé ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýêñïåðèìåíò ìîã áûòü îáúåêòîì èçó÷åíèÿ, îí äîëæåí

îáëàäàòü ðÿäîì íåêîòîðûõ îáùèõ ñâîéñòâ, âíå çàâèñèìîñòè îò ñ�åðû

ïðåäìåòíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ. Ê òàêèì îáùèì ÷åðòàì ýêñïåðè-

ìåíòà îòíîñÿòñÿ:

• âîçìîæíîñòü èñêëþ÷àòü èëè îöåíèâàòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ, íå ïðè-

íÿòûõ ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì ê ðàññìîòðåíèþ;

• íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëÿòü òî÷íîñòü èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ è ïî-

ëó÷åííûõ äàííûõ;

• íåîáõîäèìîñòü óìåíüøàòü äî ðàçóìíûõ ïðåäåëîâ ÷èñëî ïåðåìåííûõ

â ýêñïåðèìåíòå;

• ïðîâåðêà ïðèåìëåìîñòè (ïðàâèëüíîñòè) ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è

èõ òî÷íîñòè;

• âûáîð è îáîñíîâàíèå ñïîñîáà îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

è �îðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ;
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• àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è èíòåðïðåòàöèÿ èõ â òåðìèíàõ òîé

ïðåäìåòíîé îáëàñòè, â êîòîðîé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ.

Ïåðå÷èñëèì òèïîâûå çàäà÷è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâà-

íèÿ, ðåøàåìûå â ïðîöåññå åãî ïëàíèðîâàíèÿ è ïðîâåäåíèÿ.

• Ïîëó÷åíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå èëè

ÿâëåíèè. Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ ðàáîòà ñ ëèòåðàòóðîé, àíàëèç ðå-

çóëüòàòîâ ìíåíèé ýêñïåðòîâ, ïðîâåäåíèå óòî÷íÿþùèõ è îòñåâàþùèõ

ýêñïåðèìåíòîâ ñ öåëüþ î÷åðòèòü êðóã ïàðàìåòðîâ, ïîäëåæàùèõ èçó-

÷åíèþ.

• Ïîëó÷åíèå �îðìóëüíûõ çàâèñèìîñòåé. Íà îñíîâå èìåþùèõñÿ äàí-

íûõ âûäâèãàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ è ñâÿçÿõ

ìåæäó ïàðàìåòðàìè. Ñòðîÿòñÿ ìîäåëè èçó÷àåìîãî îáúåêòà íà âåð-

áàëüíîì èëè ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå.

• Ïðîâåäåíèå èçìåðåíèé è ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ïîëó÷åííûõ äàí-

íûõ, âêëþ÷àÿ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ

ïðåäìåòíîé îáëàñòèèññëåäîâàíèé.

• Îïòèìèçàöèÿ ñâîéñòâ îáúåêòà. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé

õàðàêòåðèñòèê èçó÷àåìîãî îáúåêòà, ïî îïòèìàëüíûì ìåòîäàì âîç-

äåéñòâèÿ íà íåãî, äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî íàïðàâëåíèÿì äàëüíåé-

øåãî èññëåäîâàíèÿ.

Îñíîâîïîëîæíèêîì ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðè-

ìåíòà â åå ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè ÿâëÿåòñÿ �.Ôèøåð. �åøàÿ çàäà÷ó ïî

èññëåäîâàíèþ ý��åêòèâíîñòè óäîáðåíèé íà óðîæàé, îí ñ�îðìóëèðîâàë

ïðèåìû è ìåòîäû äèñïåðñèîííîãî è ìíîãî�àêòîðíîãî àíàëèçà äàííûõ,

ïîëó÷åííûõ â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïëîõî êîíòðîëè-

ðóåìûõ �àêòîðîâ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðè-

ìåíòà ñâÿçàíî ñ èäåÿìè îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ òàêèìè, êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíûé àíàëèç Âàëüäà è ïëàíèðîâàíèåì ýêñòðåìàëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ.

Òåîðèÿ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü, ñêîëüêî

îïûòîâ, êàêèõ îïûòîâ è â êàêîì ïîðÿäêå òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè íà êàæ-

äîì ýòàïå èññëåäîâàíèé, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áàëàíñ ìåæäó ìèíèìóìîì
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çàòðàò è òðåáóåìûìè òî÷íîñòüþ è íàäåæíîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòà-

òîâ è âûâîäîâ. Îíà ïîçâîëÿåò îïòèìàëüíî óïðàâëÿòü ýêñïåðèìåíòîì ïðè

íåïîëíîì çíàíèè ìåõàíèçìà èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ÿâ-

ëÿþòñÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, ÷èñëåííûå

ìåòîäû, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììè-

ðîâàíèå, ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ïð. Â îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ëþáîãî èç

ìåòîäîâ òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ëåæàò îïðåäåëåííûå ïðåä-

ïîñûëêè î ñâîéñòâàõ èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ. Ýòî ìîãóò áûòü ïðåäïîëîæå-

íèÿ î âèäå çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èçó÷àåìûõ õàðàêòåðèñòèê, èõ ñâîé-

ñòâàõ (íåçàâèñèìîñòü, îäíîðîäíîñòü, îáëàñòü äåéñòâèÿ è ò.ï.), õàðàêòåðå

ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Âñÿ ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ïðåäïîñûëîê íîñèò íàçâà-

íèå ìîäåëü ñèòóàöèè. Îáîñíîâàíèå âûáîðà ìîäåëè ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ

�óíäàìåíòîì äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Åñëè ìîäåëü

ñèòóàöèè íåèçâåñòíà èëè íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè, òî ñïëà-

íèðîâàòü îïòèìàëüíûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé, êàê ïðàâèëî, áàçèðóåò-

ñÿ íà âïîëíå êîíêðåòíîì ìåòîäå ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè, ïðàêòè÷å-

ñêè íåâîçìîæíî. Ìîäåëü ñèòóàöèè ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé â çàâèñèìîñòè

îò öåëåé èññëåäîâàíèÿ, ìîäåëè îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, âûáðàííîãî êðè-

òåðèÿ îïòèìàëüíîñòè. Íàïðèìåð, ñèòóàöèè òèïà: � îöåíêà ñîñòîÿíèÿ -

ïðîãíîç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû�, �ïðåäåëüíûé ðåæèì - îïòèìàëüíûé ðåæèì

�óíêöèîíèðîâàíèÿ�, �èíòåðïîëÿöèÿ -ýêñòðàïîëÿöèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðîâ�, òðåáóþò ðàçëè÷íûõ ïëàíîâ ýêñïåðèìåíòà äëÿ èçó÷åíèÿ îäíîé è òîé

æå èññëåäóåìîé áèîñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, íà ðåøåíèå î âûáîðå ïëàíà

ýêñïåðèìåíòà è ñïîñîáå îáðàáîòêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåííî

âëèÿåò ðåçóëüòàò àíàëèçà ìîäåëè ñèòóàöèè.

Îïèñàíèå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ îáú-

åêò èññëåäîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ íîñèòåëü íåêî-

òîðûõ íåèçâåñòíûõ è ïîäëåæàùèõ èçó÷åíèþ ñâîéñòâ è êà÷åñòâ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îá îáúåêòå èññëåäîâàíèÿ âñåãäà èìååòñÿ íåêîòî-

ðàÿ àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ (ïðèìåðíûé ïåðå÷åíü ïåðåìåííûõ, õàðàêòå-

ðèçóþùèõ îáúåêò).Ïîýòîìó, äàæå íå çíàÿ âíóòðåííóþ ñòðóêòóðó è âçàè-

ìîñâÿçè ìåæäó åãî îòäåëüíûìè ýëåìåíòàìè, îáúåêò èññëåäîâàíèÿ âñåãäà
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�èñ. 38. Õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �÷åðíîãî ÿùèêà� (ðèñ. 38) è îïèñàòü ñëåäóþ-

ùèìè ãðóïïàìè ïàðàìåòðîâ:

• −→
X âõîäíûå êîíòðîëèðóåìûå è óïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû;

• −→
Z âõîäíûå êîíòðîëèðóåìûå, íî íåóïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû;

• −→
E âõîäíûå íåêîíòðîëèðóåìûå è íåóïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû (øóìû);

• −→
Y âûõîäíûå ïàðàìåòðû (õàðàêòåðèñòèêè ñâîéñòâ îáúåêòà);

Ïàðàìåòðû

−→
X,

−→
Y ,

−→
Z íàçûâàþòñÿ �àêòîðàìè, à

−→
E � øóìàìè èëè ïîìå-

õàìè. Ïðèìåðàìè ïîìåõ ìîãóò ñëóæèòü îøèáêè èçìåðèòåëüíûõ ïðèáî-

ðîâ èëè ìåòîäîâ àíàëèçà, íåêîíòðîëèðóåìûå èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê

èñïîëüçóåìûõ âåùåñòâ â ðàçëè÷íûõ ïàðòèÿõ, èçìåíåíèå ñâîéñòâ ïðèáî-

ðîâ â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ èëè èçíîñà, êâàëè�èêàöèÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà

è ò.ï., òî åñòü âñå òå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå ìîãóò ñêàçàòüñÿ íà êà-

÷åñòâå ýêñïåðèìåíòà èëè áóäóò ñóùåñòâåííû ïðè ñðàâíåíèè ðàçëè÷íûõ

ñåðèé ýêñïåðèìåíòîâ, íî â òîæå âðåìÿ íå ìîãóò ïîëíîñòüþ ó÷òåíû â õîäå

èññëåäîâàíèÿ.

Âåëè÷èíà

−→
Y íàçûâàåòñÿ îòêëèêîì ñèñòåìû, à åå çàâèñèìîñòü îò

âõîäíûõ âîçäåéñòâèé � �óíêöèåé îòêëèêà. �åîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå

−→
Y � â ïðîñòðàíñòâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíî-

ñòüþ îòêëèêà.

Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà

ÿâëÿþòñÿ:

• ðåàëüíûå �èçè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå îáúåêòû (ñõåìû, óñòðîéñòâà,

ëàáîðàòîðíûå æèâîòíûå, ñèñòåìû îðãàíèçìà è ò.ï.).
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• �èçè÷åñêèå ìîäåëè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ (ìîäåëü ïåðöåïòðîíà, èìè

òàöèîííûå è àíàëîãîâûå ìîäåëè è ò.ï.).

• ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ (ñèñòåìû àëãåáðàè÷å-

ñêèõ, äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè è ò.ï.).

Èñòî÷íèêàìè ïîìåõ, ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé íàä îáúåêòàìè èñ-

ñëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ äâóõ âèäîâ, ÿâëÿþòñÿ îêðóãëåíèÿ è íåòî÷íîñòè

÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, íåñîîòâåòñòâèå ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé èñõîä-

íûì îáúåêòàì è ò.ï. Îñîáåíîñòÿìè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî îíè íå îïèñûâàþò òî÷íîå ïîâåäåíèå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ïðè îò-

äåëüíîì èçìåðåíèè, à õàðàêòåðèçóþò íåêîòîðûå óñðåäíåííûå ñâîéñòâà,

ïðîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì âîñïðîèçâåäåíèè èçìåðåíèé â èäåí-

òè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Îïðåäåëåíèå. Ýêñïåðèìåíòîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà îïåðàöèé, âîç-

äåéñòâèé è íàáëþäåíèé, íàïðàâëåííûõ íà ïîëó÷åíèå èí�îðìàöèè îá

îáúåêòå èññëåäîâàíèÿ.

Íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ýêñïåðèìåíò è îïûò � âîñïðîèçâåäåíèå èñ-

ñëåäóåìîãî ÿâëåíèÿ â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà,

ïðè âîçìîæíîñòè ðåãèñòðàöèè åãî ðåçóëüòàòîâ.

Ýêñïåðèìåíòû ìîæíî êëàññè�èöèðîâàòü ïî âèäàì: àêòèâíûå è ïàñ-

ñèâíûå. Â àêòèâíîì ýêñïåðèìåíòå ïðèñóòñòâóþò �àêòîðû ãðóïïû−→
X è èññëåäîâàòåëü, â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëÿìè è çàäà÷àìè ýêñïåðèìåíòà,

ìîæåò èõ öåëåíàïðàâëåííî èçìåíÿòü, âîçäåéñòâóÿ íà ñèñòåìó. Ýòî íàè-

áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé òèï ýêñïåðèìåíòà. Â ïàññèâíîì ýêñïåðèìåí-

òå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî �àêòîðû ãðóïïû

−→
Z , èçìåíÿòü êîòîðûå èñëå-

äîâàòåëü íå ìîæåò, è �èêñèðóåò òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùóþ èì �óíêöèþ

îòêëèêà. Íàïðèìåð, âëèÿíèå êîëè÷åñòâà ñîëíå÷íûõ äíåé, êîòîðûå íå çà-

âèñÿò îò íàøåãî âëèÿíèÿ, íà óðîæàéíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïëàíîì ýêñïåðèìåíòà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü äàí-

íûõ, îïðåäåëÿþùèõ ÷èñëî, óñëîâèÿ è ïîðÿäîê ðåàëèçàöèè îïûòîâ â ýêñ-

ïåðèìåíòå.

Ïîä ïëàíèðîâàíèåì ýêñïåðèìåíòà ïîíèìàåòñÿ âûáîð ïëàíà ýêñ-

ïåðèìåíòà, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì òðåáîâàíèÿì îïòèìàëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñþ ñîâî-

êóïíîñòü äåéñòâèé îò ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíîé èí�îðìàöèè äî ñîçäàíèÿ
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ðàáîòîñïîñîáíîé ìîäåëè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ, îò îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëü-

íûõ óñëîâèé äî ðåàëèçàöèè öåëåé èññëåäîâàíèÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Äàäèì åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè ïëàíèðî-

âàíèÿ ýêñïåðèìåíòà.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ïëàíà � óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ÷èñëåííûõ

çíà÷åíèé �àêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñëîâèÿì ïðîâåäåíèÿ îïûòà.

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ � îáëàñòü, â êîòîðîé íàõî-

äÿòñÿ òî÷êè ïëàíà, óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííîìó ïëàíó ýêñïåðèìåíòà.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà ïëàíà � ñòàíäàðòíàÿ �îðìà çàïèñè óñëî-

âèé ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû, ñòðîêè

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò îïûòàì, à ñòîëáöû óðîâíÿì �àêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ñïåêòð ìàòðèöû ïëàíà� ñîâîêóïíîñòü ñòðîê ìàò-

ðèöû ïëàíà, ðàçëè÷àþùèõñÿ õîòÿ áû îäíèì óðîâíåì �àêòîðà.

Èçìåðåíèÿ è ïðèíöèïû îöåíêè ïîãðåøíîñòåé

Ïðîöåäóðû ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿ-

þò óñëîâèÿ è íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îáðà-

áîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è îöåíêó òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ. Ïðè-

÷åì, ïîâûøåíèå òî÷íîñòè (óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè) ìîæåò îñóùåñòâ-

ëÿòüñÿ êàê çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ ïðèáîðíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé, òàê è çà

ñ÷åò âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð îáðàáîòêè äàííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Èçìåðåíèåì íàçûâàåòñÿ íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ �èçè-

÷åñêîé âåëè÷èíû îïûòíûì ïóòåì ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ òåõíè÷å-

ñêèõ ñðåäñòâ.

Ñóòü èçìåðåíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà óðàâíåíèåì:

Q = q[Q], (241)

ãäå Q � èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà, q � ÷èñëîâîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè-

÷èíû, [Q] � åäèíèöà âåëè÷èíû (ýòàëîí).

Òàêèì îáðàçîì ïðè èçìåðåíèè ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå èçìåðÿåìîé âå-

ëè÷èíû Q ñ ýòàëîíîì [Q]. Ñðàâíèâàåìûå âåëè÷èíû äîëæíû áûòü îäíî-

ðîäíû, ò.å. äîëæíû ñîâïàäàòü èõ ðàçìåðíîñòè.

Ïðè ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé âàæíî ïîíèìàòü,

êàê ïðîâîäèëîñü èçìåðåíèå. Ìîæíî âûäåëèòü ðàçëè÷íûå âèäû èçìå-

ðåíèé:
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• Ïðÿìûå � èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà Q ïðîïîðöèîíàëüíà íàáëþäàåìîé

X ñ çàäàííûì êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè c: Q = cX.

Ïðèìåðîì ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âçâåøèâàíèå ïðåäìåòà íà

ïðóæèííûõ âåñàõ, êîãäà âåëè÷èíà ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû ïðîïîðöè-

îíàëüíà âåñó ïðåäìåòà.

• Êîñâåííûå � èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé �óíêöèåé îò

íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàåìûõ Q = f(X1, X2, . . . , Xn). Íàïðèìåð,
ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî èç-

ìåðåííûì çíà÷åíèÿì ñèëû òîêà è íàïðÿæåíèÿ.

• Ñîâìåñòíûå � èçìåðåíèåì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå �óíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòè Y = f(X) ìåæäó âåëè÷èíàìè X è Y , ïóòåì èçìåðåíèÿ

ðÿäà ïàð çíà÷åíèé (X1, Y1) (X2, Y2) (X3, Y3) è ò.ä. Ñîâìåñòíûì èçìå-

ðåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèáî-

ðà.

• Ñîâîêóïíûå � çíà÷åíèÿ íàáîðà âåëè÷èí Q1, Q2, . . . , Qn îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïóòåì èçìåðåíèÿ ñóìì èëè ðàçíîñòåé Yi ýòèõ âåëè÷èí â ðàçëè÷-

íûõ ñî÷åòàíèÿõ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé:

Yi =
∑

j

Ci,jQj, ãäå Cij = ±1.

Ïðèìåðîì ñîâîêóïíûõ èçìåðåíèé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êàëèáðîâêà íà-

áîðîâ ðàçíîâåñîâ.

Äàííàÿ êëàññè�èêàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé, îäíàêî îíà óäîáíà ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïîíèìàíèÿ îñîáåííîñòåé îáðàáîòêè èçìåðåíèé.

Êà÷åñòâî ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ áëèçîñòè åãî ê

èñòèííîìó çíà÷åíèþ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Îíî îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ïîêàçàòåëåé ïîãðåøíîñòè (îòðèöàòåëüíûé õàðàêòåð) èëè òî÷íîñòè (ïî-

ëîæèòåëüíûé õàðàêòåð), ò.å. ïîãðåøíîñòü õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå

èçìåðåííîãî çíà÷åíèÿ îò èñòèííîãî, à òî÷íîñòü � áëèçîñòü èçìåðåí-

íîãî çíà÷åíèÿ ê èñòèííîìó. Ñ ìåòîäîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èñòèííîå

çíà÷åíèå ýòî àáñòðàêòíîå (ãèïîòåòè÷åñêîå) çíà÷åíèå, êîòîðîå íàì íåèç-

âåñòíî, ïîýòîìó è ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ òî÷íî îïðåäåëèòü íåëüçÿ. Åå

ìîæíî òîëüêî îöåíèòü. Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé îïèðàåòñÿ íà ðÿä ïðèíöè-

ïîâ, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îáúåêòèâíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå î òî÷íîñòè èçìåðåíèé:
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�èñ. 39. Ïðîöåññ îöåíèâàíèÿ ïîãðåøíîñòè

• ïîãðåøíîñòü îöåíèâàþò ïðèáëèæåííî, ñîãëàñóÿ ñ öåëüþ èçìåðåíèÿ;

• ïîãðåøíîñòü îöåíèâàþò âåðõíåé ãðàíèöåé;

• ñòðåìÿòñÿ ïîëó÷èòü ý��åêòèâíóþ ðåàëèñòè÷åñêóþ îöåíêó ïîãðåø-

íîñòè.

Ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé óðàâíåíèå (241) ìîæåò áûòü çàïè-

ñàíî â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

Q̃ = Q+ δQ̃ = (q + δq)([Q] + δ[Q]), (242)

ãäå δQ̃ � ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ, δq � ïîãðåøíîñòü íàõîæäå-
íèÿ ÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, δ[Q] � ïîãðåøíîñòü ýòà-

ëîíà (åäèíèöû èçìåðåíèÿ).

Îöåíèâàíèå ïîãðåøíîñòè (ðèñ. 39) ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ýòàïîâ. Â íà÷àëå îïðåäåëÿåòñÿ âèä ïîãðåøíîñòè è åå âîçìîæíûå èñòî÷-

íèêè. �àçëè÷àþò äâà âèäà ïîãðåøíîñòåé: ñëó÷àéíûå è ñèñòåìàòè÷åñêèå.

Ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ïîãðåø-

íîñòü ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèÿì èçìåðåííûõ çíà÷åíèé, êàê â áîëüøóþ,

òàê è ìåíüøóþ ñòîðîíó, îòíîñèòåëüíî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ, à ñèñòåìàòè-

÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ èçìåðåííîãî çíà÷åíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî èñòèííîãî.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå âûáèðàåòñÿ ìîäåëü ïîãðåøíîñòè. Â çàâèñèìîñòè

îò âèäà ïîãðåøíîñòè îíà ìîæåò áûòü äåòåðìèíèðîâàííàÿ èëè ñòîõàñòè-

÷åñêàÿ. Äåòåðìèíèðîâàíûå ìîäåëè ïîãðåøíîñòè äåëÿòñÿ íà ÷èñëîâûå è

�óíêöèîíàëüíûå è ñëóæàò äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþ-

ùèõ ïîãðåøíîñòåé. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îïèñà-

íèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîãðåøíîñòåé è ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðè

ïîìîùè ñòàòèñòè÷åñêèõ èëè ñëó÷àéíûõ �óíêöèé, íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è

ò.ä. Ê õàðàêòåðèñòèêàì ïîãðåøíîñòè îòíîñÿò 1) òî÷å÷íûå õàðàêòåðèñòè-

êè, òàêèå êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ïðåäåëüíîå è àáñîëþòíîå

îòêëîíåíèÿ è, 2) èíòåðâàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè � äîâåðèòåëüíûå èíòåð-

âàëû.
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Äëÿ êîððåêòíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé íåîáõîäèìî ïðîàíà-

ëèçèðîâàòü âñå âîçìîæíûå èñòî÷íèêè ñîñòàâëÿþùèõ ïîãðåøíîñòè. Îñî-

áåííî ýòî âàæíî äëÿ îöåíêè ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé, ò.ê. åñëè èñ-

òî÷íèê ñèñòåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîãðåøíîñòè íåèçâåñòåí, òî îöå-

íèòü åãî âêëàä â ïîãðåøíîñòü íåâîçìîæíî; â îòëè÷èå îò ñëó÷àéíûõ ñî-

ñòàâëÿþùèõ � îöåíèòü êîòîðûå âñåãäà âîçìîæíî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,

ïóòåì îðãàíèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëàíà èçìåðåíèé.

Â ïðîöåññå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé âíà÷àëå îöåíèâàþòñÿ îòäåëüíûå ñëó-

÷àéíûå è ñèñòåìàòè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå ïîãðåøíîñòåé, çàòåì ïðîèçâî-

äèòñÿ ñóììèðîâàíèå ñîñòàâëÿþùèõ êàæäîãî âèäà (ïî ñâîèì çàêîíàì) èç

êîòîðûõ ñîñòàâëÿåòñÿ îöåíêà ïîëíîé ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Âñå íåîá-

õîäèìûå �îðìóëû è ïðèåìû ñóììèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ïîãðåøíîñòåé

ìîæíî ïîñìîòðåòü â ìíîãî÷èñëåííûõ ñïðàâî÷íèêàõ è ðóêîâîäñòâàõ ïî

ìåòðîëîãèè èçìåðåíèé.

Ïðèíöèïû îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ

Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà � âîçìîæíîñòü îï-

òèìàëüíîãî ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ â óñëîâèÿõ íåïîëíîãî çíàíèÿ ìå-

õàíèçìà èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ. Îíà áàçèðóåòñÿ íà ðÿäå îñíîâîïîëàãàþùèõ

ïðèíöèïîâ, íàïðàâëåííûõ íà ïîâûøåíèå ý��åêòèâíîñòè ïëàíèðîâàíèÿ,

ò.å. íà ïîëó÷åíèå ìàêñèìóìà èí�îðìàöèè îá îáúåêòå èññëåäîâàíèÿ ïðè

ìèíèìóìå çàòðàò. Ê ÷èñëó òàêèõ ïðèíöèïîâ ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå.

• Îòêàç îò ïîëíîãî ïåðåáîðà âõîäíûõ ñîñòîÿíèé. Åñëè çíà÷åíèÿ âõîä-

íûõ ïàðàìåòðîâ íåïðåðûâíû, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñ÷åðïûâàþùåé èí-

�îðìàöèè îá èçó÷àåìîì îáúåêòå èëè ïðîöåññå íåîáõîäèìî áåñêîíå÷-

íîå ÷èñëî îïûòîâ, ò.ê. âñåãäà ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïðîïóñòèòü

îñîáåííîñòü �óíêöèè îòêëèêà, áëèçêóþ ê δ-�óíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âõîäíûõ ñîñòîÿíèé íà ïðàêòèêå íå ðåàëèçóåì.

Ïîýòîìó â òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñîçíàòåëüíî îòêàçû-

âàþòñÿ îò ïîëíîãî ïåðåáîðà âõîäíûõ ñîñòîÿíèé, ïîñòóëèðóÿ îïðåäå-

ëåííóþ ãëàäêîñòü �óíêöèè îòêëèêà.

• Ïðèíöèï ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Â îòñóòñòâèå èëè ìà-

ëîñòè àïðèîðíîé èí�îðìàöèè íåò íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü ñëîæíóþ

ìîäåëü îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ. Ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà äëÿ ñëîæ-

íîé ìîäåëè ñîïðîâîæäàåòñÿ áîëüøèìè çàòðàòàìè, â òî âðåìÿ êàê,
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îíà ìîæåò ïðèâåñòè ê òåì æå ðåçóëüòàòàì, ÷òî è ïðîñòàÿ ìîäåëü,

âñëåäñòâèå âíóòðåííèõ ñâîéñòâ ñàìîãî îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ. Ïî-

ýòîìó ëîãè÷íî âíà÷àëå ïðåäëîæèòü è èññëåäîâàòü ïðîñòóþ ìîäåëü,

ïðîâåðèòü åå ïðèãîäíîñòü è ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè óñëîæíÿòü.

• Ïðèíöèï ñîïîñòàâëåíèÿ ñ øóìàìè. Òî÷íîñòü ìîäåëè îáúåêòà èññëå-

äîâàíèÿ äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü èíòåíñèâíîñòè ïîìåõ. ×åì íèæå

óðîâåíü ïîìåõ, òåì áîëåå òî÷íîé (ñëîæíîé) ìîæåò áûòü ìîäåëü è,

íàîáîðîò, ÷åì âûøå óðîâåíü ïîìåõ, òåì âûøå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

áîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü áóäåò ðàáîòîñïîñîáíîé.

• Ïðèíöèï ðàíäîìèçàöèè. Ýêñïåðèìåíò äîëæåí áûòü òàê ñïëàíèðî-

âàí, ÷òîáû ñèñòåìàòè÷åñêèå äåéñòâóþùèå, íå ïîääàþùèåñÿ êîíòðî-

ëþ �àêòîðû ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå âîçäåé-

ñòâèÿ è ó÷èòûâàòü èõ ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Íàïðèìåð, ïðè-

ìåíÿòü ñëó÷àéíûé âûáîð îáúåêòîâ äëÿ èçìåðåíèÿ èç îáùåé ñîâî-

êóïíîñòè èëè ñëó÷àéíûé ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ îïûòîâ.

• Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè ïëàíèðîâàíèÿ. Ïëàí ýêñïåðèìåíòà äîëæåí

îáëàäàòü íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè îïòèìàëüíîñòè, ñ òî÷êè çðåíèÿ

âûáðàííîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà. Ôîðìà êðèòåðèÿ çàâèñèò îò öåëè,

âèäà îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ, òèïîâ ïàðàìåòðîâ

è ò.ï.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè è îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå îáúåêòà èññëåäîâà-

íèÿ, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Èõ çíàíèå íåîáõîäè-

ìî äëÿ óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèåì áèîñèñòåìû, êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìè-

çàöèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ �óíêöèîíèðîâàíèÿ

ñèñòåìû â çàäàííîì ðåæèìå. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå

äâóõ âèäîâ çàäà÷.

1. Íàõîæäåíèå òàêèõ çíà÷åíèé âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n, êî-

òîðûå îáðàùàëè áû â ìàêñèìóì (ìèíèìóì) �óíêöèþ îòêëèêà ñè-

ñòåìû y = f(x1, x2, . . . , xn).
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2. Íàõîæäåíèå òàêèõ çíà÷åíèé âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ α1, α2, . . . , αn, êî-

òîðûå áû ñîîòâåòñòâîâàëè çàäàííûì çíà÷åíèÿì �óíêöèè îòêëèêà:

yj = fj(α1, α2, . . . , αn), j = 1, m.

Ôîðìàëüíî ýòè çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâèâàëåíòíûå. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè âèä �óíêöèè îòêëèêà èçâåñòåí, òî äëÿ îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ α1, α2, . . . , αn ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â

ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñâåäåòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ

ýêñòðåìóìà (ìèíèìóìà) �óíêöèîíàëà:

Φ(α1, α2, . . . , αn) =
m∑

j=1

[yj − fj(α1, α2, . . . , αn)]
2. (243)

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìåòîäû îïòè-

ìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïîèñêà ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìó-

ìó �óíêöèè îòêëèêà.

Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ îòêëèêà ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè y =
f(x1, x2, . . . , xn, t), íà ïåðåìåííûå ìîäåëè ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äîïîë-

íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ âèäà gj(x1, x2, . . . , xn) ≤ bj, j = 1, k. Ïðè ýòîì

çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî

óñëîæíèòüñÿ.

Âèäû êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè

Ïëàíèðîâàíèå îïòèìàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäïîëàãàåò ÷òî ýêñïåðè-

ìåíò äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó êðèòåðèþ îïòèìèçàöèè, çàâèñÿ-

ùåìó îò õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ. À íàéäåííûå ïàðàìåòðû

áèîñèñòåìû ñîîòâåòñòâîâàëè îïòèìóìó çàäàííîãî êðèòåðèÿ. Âèäîâ êðè-

òåðèåâ îïòèìèçàöèè äîñòàòî÷íî ìíîãî, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå

âàðèàíòû èõ âûáîðà, îïðåäåëÿåìûå öåëÿìè èññëåäîâàíèÿ, ñâîéñòâàìè

èçó÷àåìîé ñèñòåìû è ò.ï. �àññìîòðèì, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå âè-

äû êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè.

• Êðèòåðèé ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè. Îí óäîáåí ïðè

ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ïðè îöåíêå êà÷åñòâà

ðàáîòû ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ. Ïóñòü h(t) � òðå-

áóåìîå çíà÷åíèå �óíêöèè îòêëèêà ñèñòåìû, à y(t) � èçìåðÿåìîå â
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�èñ. 40. Âèäû ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîé ðàáîòû ñèñòåìû

áóäåò âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ:

ε2 = |y(t)− h(t)|2 → min . (244)

Òðåáîâàíèå ìèíèìóìà âåëè÷èíû ε2 îáîçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòðû ñè-

ñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíîé ðàáîòå, áóäóò áîëåå çíà÷è-

ìî ó÷èòûâàòü íåæåëàòåëüíîñòü áîëüøèõ ïî çíà÷åíèþ îòêëîíåíèé,

ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàëûìè. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âðåä íàíîñèìîé

îøèáêîé áûë ïðîïîðöèîíàëåí åå âåëè÷èíå, òî êðèòåðèé êà÷åñòâà

ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì äëÿ âû÷èñëåíèé âèäå:

ε = |y(t)− h(t)| → min . (245)

• Èíòåãðàëüíûå êðèòåðèè. Èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî �óíê-

öèîíèðîâàíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåì â ïåðåõîäíûõ ðå-

æèìàõ ðàáîòû. �àññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

(ðèñ. 40). Â ñëó÷àå A âûõîä íà íîâûé ðåæèì �óíêöèîíèðîâàíèÿ

ïðîèñõîäèò ñ êîëåáàíèÿìè ðàçëè÷íîé ïî âåëè÷èíå àìïëèòóäû. Äëÿ

îöåíêè âåëè÷èíû êîëåáàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé ñëåäóþ-

ùåãî âèäà:

I1 =

∞∫

0

|y(t)− h(t)|2dt. (246)

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèþ I1 → min,
îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, ñîïðîâîæäàþùèéñÿ

ìèíèìóìîì êîëåáàíèé âûõîäíîãî ïàðàìåòðà ñèñòåìû.

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ïëàâíîñòü âûõîäà ñèñòåìû íà íîâûé ðåæèì

�óíêöèîíèðîâàíèÿ (ðèñ. 40-B), òî â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà
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ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå âèäà:

I2 =

∞∫

0

(
∂(y(t)− h(t))

∂t

)2

dt. (247)

Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû I2 → min, ïîëó÷èì îöåíêó ïàðàìåòðîâ ïåðåõîä-

íîãî ðåæèìà ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè èç-

ìåíåíèÿ ðàññîãëàñîâàíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà âàæíà îïòèìèçàöèÿ êàê ïî îòêëîíåíèþ, òàê è ïî

ïëàâíîñòè âûõîäà íà ðåæèì �óíêöèîíèðîâàíèÿ, íàèëó÷øèå ïàðà-

ìåòðû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü âûïîëíåíèþ òðåáîâàíèÿ

I1 + I2 → min .

• Ñòîèìîñòíûå êðèòåðèè. Íàïðàâëåíû íà îïòèìèçàöèþ ñòîèìîñòè çà-

òðàò ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ. Íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè

îáñëåäîâàíèå íåêîòîðîé ãðóïïû íàñåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåí-

íîé ìåòîäèêè. Îáîçíà÷èì: k1 � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïðîñòàèâàþùèõ
ïðèáîðîâ ïðè îòñóòñòâèè ëþäåé â î÷åðåäè, åñëè çàïëàíèðîâàíî èñ-

ïîëüçîâàíèå áîëüøîãî ÷èñëà ïðèáîðîâ; k2 � ñðåäíåå ÷èñëî ëþäåé,

ïðîñòàèâàþùèõ â î÷åðåäè, åñëè çàïëàíèðîâàíî ìàëîå êîëè÷åñòâî

ïðèáîðîâ; c1 � ñòîèìîñòü ïðîñòîÿ ïðèáîðà â åäèíèöó âðåìåíè (íà-

ïðèìåð, àðåíäà, îïëàòà ñïåöèàëèñòîâ è ò.ï.); c2 � ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü
ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ îòâëå÷åíèåì ëþäåé îò ðàáîòû. Â ýòîì ñëó÷àå

íåïðîèçâîäèòåëüíûå ñòîèìîñòíûå ïîòåðè ïðè ïðîâåäåíèè îáñëåäî-

âàíèÿ ìîæíî îöåíèòü êàê

S = k1c1 + k2c2.

Ïëàíèðîâàíèå îáñëåäîâàíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ

S → min.

Äðóãîé òèï ïëàíèðîâàíèÿ íà îñíîâå ñòîèìîñòíûõ êðèòåðèåâ ìîæåò

áûòü ñâÿçàí ñ ìàêñèìèçàöèåé ñòîèìîñòè ïðîäóêöèè â óñëîâèÿõ îãðà-

íè÷åíèé íà ðåñóðñû è ò.ï.

• Ìèíèìàêñíûå êðèòåðèè. Îñíîâàíû íà òðåáîâàíèè ïëàíèðîâàíèÿ èñ-

ñëåäîâàíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíûé íàèõóäøèé ðåçóëüòàò. �àññìîòðèì ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ
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�èñ. 41. Ñåòåâîé ãðà� ïëàíèðîâàíèÿ ðàáîò

òàêîãî êðèòåðèÿ íà ïðèìåðå çàäà÷ ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Ñåòå-

âîå ïëàíèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ñëîæíûõ íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò, êðóïíûõ ìåäèöèíñêèõ ìåðîïðèÿòèé è ò.ï.

�åøåíèå òàêèõ çàäà÷ ìîæíî ðàçáèòü íà îòäåëüíûå ýòàïû, êàæäûé

èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âèäû ðàáîò, êîòîðûå ìîæíî âûïîëíÿòü îä-

íîìîìåíòíî. Ïðè÷åì ðàáîòû êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ýòàïà îïèðà-

þòñÿ íà ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ýòàïîâ ðàáîò è îöåíèâàþòñÿ âðå-

ìåííûìè çàòðàòàìè íåîáõîäèìûìè íà èõ âûïîëíåíèå: tij � âðåìÿ,

òðåáóåìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ j-ãî âèäà ðàáîò íà i-ì ýòàïå. Âñþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñåòåâîãî ãðà�à

(ðèñ. 41), â êîòîðîì óçëû ñîîòâåòñòâóþò âèäàì ðàáîò, à ñâÿçè ìåæ-

äó íèìè ëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé. Êàæäîìó ïóòè

ïî ñâÿçÿì, îò íà÷àëà ðàáîò äî èõ çàâåðøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíûé ñðîê çà-

âåðøåíèÿ âñåõ ðàáîò êàê êðèòè÷åñêîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò (íà

ðèñóíêå åìó ñîîòâåòñòâóåò ïóòü, âûäåëåííûé æèðíûìè ñòðåëêàìè):

T
êð

= max
j

k∑

i=1

tij. (248)

Î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìèçàöèÿ ïëàíèðîâàíèÿ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ çà

ñ÷åò ìèíèìèçàöèè èìåííî êðèòè÷åñêîãî âðåìåíè, ïóòåì ïåðåðàñïðå-

äåëåíèÿ ðåñóðñîâ íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ âûïîëíåíèÿ ðàáîò ñ öåëüþ

óìåíüøåíèÿ T
êð

:

T
îïò

= min
i

max
j

tij. (249)

Êðèòåðèè òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ìèíèìàêñíûìè êðèòåðèÿìè. Äðó-

ãîé ïðèìåð ìèíèìàêñíîãî êðèòåðèÿ áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì

ïàðàãðà�å.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ïî÷åìó â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêîì èññëåäîâàíèè íåâîçìîæíî ó÷åñòü

è èñêëþ÷èòü âñåâîçìîæíûå ïîñòîðîííèå âîçäåéñòâèÿ è âîçìóùåíèÿ?

2. Ïîÿñíèòå â ÷åì îòëè÷èå ýêñïåðèìåíòà îò îïûòà?

3. ×òî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ èñòî÷íèêàìè ïîìåõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè áèîòåõíè÷åñêîé ñèñòåìû â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäî-

âàíèÿ?

4. Ïî÷åìó ñèñòåìàòè÷åñêèé è ñåðèéíûé îòáîð ïðè âûáîðî÷íîì íàáëþ-

äåíèè ñîçäàþò áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ êîððåëÿöèîí-

íîé ñâÿçè ìåæäó èçìåðåííûìè çíà÷åíèÿìè?

5. Â èññëåäîâàíèè ïî îïðåäåëåíèþ àðòåðèàëüíîãî äàâëåíèÿ ïðè �è-

çè÷åñêîé íàãðóçêå ïðèâåäèòå ïðèìåðû êîíòðîëèðóåìûõ è óïðàâëÿåìûõ,

êîíòðîëèðóåìûõ è íåóïðàâëÿåìûõ �àêòîðîâ, øóìîâ.
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Ëåêöèÿ 16. Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè

îäíîìåðíîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

Ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé ïîèñêà ýêñòðåìóìà

Ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïîèñêà

ýêñòðåìóìà, êîòîðàÿ íå òðåáóåò çíàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âèäà çàâèñèìî-

ñòè �óíêöèè îòêëèêà îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ îò âõîäíûõ âîçäåéñòâèé. Òà-

êèå ñòðàòåãèè íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè ïðÿìîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðÿìûõ ìåòîäàõ ïîèñêà ýêñòðåìóìà íå èñïîëüçóþò-

ñÿ (èëè âîîáùå îòñóòñòâóþò) �óíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âõîä-

íûìè è âûõîäíûìè ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîé ñèñòåìû, à ïðåäëàãàþòñÿ

àëãîðèòìû äåéñòâèé, ïðèâîäÿùèå ê óñïåõó. Ê ïðÿìûì ìåòîäàì îïòèìè-

çàöèè îòíîñÿò è ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà àíàëèòè÷åñêè çàäàííûõ

�óíêöèé ïóòåì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà èõ çíà÷åíèé â çàäàííûõ òî÷êàõ, ÷òî

ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñïëàíèðîâàí-

íûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Îïûòàìè â òàêîì ýêñïåðèìåíòå ÿâëÿþòñÿ

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.

Â îñíîâå ñòðàòåãèé ïðÿìîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà ëåæèò ïîíÿòèå óíè-

ìîäàëüíîñòè �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íà èíòåðâàëå [a, b] íàçûâàåòñÿ ñòðîãî

óíèìîäàëüíîé, åñëè îíà ñòðîãî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) ïðè x < x0 è

ñòðîãî óáûâàåò (âîçðàñòàåò) ïðè x > x0, ãäå x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà

(ìèíèìóìà).

Óíèìîäàëüíûå �óíêöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìèíèìóì �óíêöèè. Åñëè äâå òî÷êè x1 è

x2 ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè x0 ìèíèìóìà �óíêöèè f(x), òî èç ñî-

îòíîøåíèÿ f(x1) < f(x2) âñåãäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà x1 íàõîäèòñÿ áëèæå ê
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�èñ. 42. Ñâîéñòâî óíèìîäàëüíûõ �óíêöèé

òî÷êå ìèíèìóìà �óíêöèè, ÷åì x2 (ðèñ 42). Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäÿ èçìå-

ðåíèÿ óíèìîäàëüíîé �óíêöèè îòêëèêà è àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷å-

íèÿ, âñåãäà ìîæíî ëîêàëèçîâàòü îáëàñòü íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà áîëåå

òî÷íî. Â ñëó÷àå ìàêñèìóìà �óíêöèè îòêëèêà, èç óñëîâèÿ f(x1) < f(x2)
áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî òî÷êà x1 íàõîäèòñÿ äàëüøå îò òî÷êè ìàêñèìóìà

�óíêöèè, ÷åì x2.

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) óíèìîäàëüíà íà èíòåðâàëå [a, b]. Ýòî îáîçíà÷àåò,
÷òî ïîêà íå ïðîèçâåäåíî íèêàêèõ èçìåðåíèé çíà÷åíèé �óíêöèè, ëþáîå

çíà÷åíèå x èç ïðîìåæóòêà [a, b] ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýêñòðåìóì

�óíêöèè, à ñàì ïðîìåæóòîê êàê èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ëîêàëèçà-

öèè ýêñòðåìóìà. Îáû÷íî â êà÷åñòâå òî÷êè ýêñòðåìóìà áåðåòñÿ ñåðåäèíà

èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè x = (a+ b)/2.

�àññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé èç òðåõ èçìåðåíèé çíà÷åíèé �óíê-

öèè, ìèíèìóì êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Òî÷êè x1, x2, x3, â êîòîðûõ

áóäåì ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ âûáåðåì ïðîèçâîëüíî âíóòðè ïðîìåæóòêà

[a, b]. Â ñèëó òîãî, ÷òî �óíêöèÿ ìîæåò èìåòü ëþáîé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ

è äîñòèãàòü ýêñòðåìóìà â ëþáîé òî÷êå, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè

�óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûå (ðèñ. 43). Ïóñòü K � íî-

ìåð èçìåðåíèÿ, â êîòîðîì ïîëó÷åí íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, ò.å. ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå �óíêöèè. Åñëè K = 1, òî â ñèëó óíèìîäàëüíîñòè �óíêöèè
f(x), çíà÷åíèå àðãóìåíòà x0, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìóìó �óíêöèè, óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ a < x0 < x2; ïðè K = 2: x1 < x0 < x3; ïðè K = 3:
x2 < x0 < b.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà

çàâèñèò êàê îò êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé, òàê è îò ñòðàòåãèè ïîèñêà, ò.å. âû-

áîðà òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lN(xi, K)

èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè, ïîëó÷åííûé ïîñëå K-ãî èçìåðåíèÿ â ñåðèè

èç N èçìåðåíèé ïðè çàäàííîé ñòðàòåãèè âûáîðà òî÷åê xi. Âåëè÷èíó

lN(xi, K) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó ý��åêòèâíîñòè ïîèñêà ýêñòðå-
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�èñ. 43. Âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé çíà÷åíèé �óíêöèè (N = 3)

ìóìà. Êàê ìîæíî îöåíèòü åå àïðèîðíî, ò.å. êàê ìîæíî îöåíèòü ý��åê-

òèâíîñòü ñòðàòåãèè ïîèñêà ýêñòðåìóìà äî ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé? Äëÿ

ýòîãî íàéäåì íàèáîëüøèé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè:

LN(xi) = max
i≤K≤N

{lN(xi, K)}. (250)

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò íîìåðà èíòåðâàëà K, â

êîòîðîì íàõîäèòñÿ ìèíèìóì �óíêöèè. Ïðè÷åì LN(xi) îïðåäåëÿåò íàè-
áîëüøèé (ò.å. íàèõóäøèé) èç âñåõ âîçìîæíûõ èíòåðâàëîâ ëîêàëèçàöèè

ýêñòðåìóìà ïðè âûáðàííîé ñòðàòåãèè âûáîðà òî÷åê èçìåðåíèÿ.

Äàëüíåéøàÿ îöåíêà êà÷åñòâà ïîèñêà ýêñòðåìóìà ñâÿçàíà ñ îïòèìèçà-

öèåé ñòðàòåãèè ïîèñêà, ò.å. òðåáóåòñÿ òàêèì îáðàçîì âûáèðàòü òî÷êè xi,

÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü LN(xi):

LN
îïò

= min
i

max
i≤K≤N

{lN(xi, K)}. (251)

Âåëè÷èíà LN
îïò

îïðåäåëÿåò íàèëó÷øóþ ñòðàòåãèþ ïëàíèðîâàíèÿ ïîèñ-

êà ýêñòðåìóìà, îñíîâàííóþ íà ìèíèìàêñíîì êðèòåðèè îïòèìè-

çàöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé èíòåðâàë íåîïðåäå-

ëåííîñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà ïîñëå ñåðèè èç N èçìåðåíèé íå ìîæåò

ïðåâûøàòü LN
îïò

ïðè âûáðàííîé ñòàòåãèè èçìåðåíèé.

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà

Â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé ê óñëîâèÿì ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé è

âèäà ýêñïåðèìåíòà îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè âûáîðà òî÷åê xi, â êîòîðûõ

ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, ìîãóò çàäàâàòüñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì.

Â îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà òî÷åê xi, â

êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, çàäàåòñÿ çàðàíåå, ò.å. äî ïîëó÷åíèÿ è

îöåíêè ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â àêòèâíîì èëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîì ýêñïåðèìåíòå âûáîð êàæäîé ïîñëåäóþùåé òî÷êè èçìåðåíèÿ çà-
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âèñèò îò àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåé òî÷-

êå èçìåðåíèÿ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, àêòèâíûé ýêñïåðèìåíò ñóùåñòâåííî

áîëåå ýêîíîìíûé, ïî êîëè÷åñòâó îïûòîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàññèâíûì, òåì

íå ìåíåå, åñëè êàæäûé îïûò òðåáóåò äëèòåëüíûõ âðåìåííûõ çàòðàò, òî

îáùåå âðåìÿ âñåãî èññëåäîâàíèÿ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûì.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ, êîãäà êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ

âðåìåíè ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé èëè æå óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà íåâîç-

ìîæíî ïîâòîðèòü (íàïðèìåð, íàáëþäåíèå ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ è ò.ï.),

ïàññèâíûé ýêñïåðèìåíò, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü âñå èçìåðåíèÿ ïàðàë-

ëåëüíî, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ.

�àññìîòðèì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà îñíî-

âàííóþ íà ìèíèìàêñíîì êðèòåðèè (251). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêñòðåìàëü-

íîå çíà÷åíèå óíèìîäàëüíîé �óíêöèè íàõîäèòñÿ â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå

[a, b] = [0, 1]. Î÷åâèäíî, ÷òî îäíî èçìåðåíèå N = 1 íå ïîçâîëÿåò óìåíü-
øèòü èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà �óíêöèè (ýòî

ñëåäóåò èç ñâîéñòâà óíèìîäàëüíîñòè).

Ïóñòü ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò èç äâóõ èçìåðåíèé N = 2. Îáîçíà÷èì òî÷-

êè, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, ÷åðåç x1, è x2, ïðè÷åì 0 < x1 <
x2 < 1. Êàê âûáðàòü ýòè òî÷êè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èíòåðâàë, â êî-

òîðîì áóäåò ëîêàëèçîâàí ýêñòðåìóì �óíêöèè áûë íàèìåíüøèì? Ïðè

K = 1 ýêñòðåìóì x0 ∈ [0, x2], ïðè K = 2 ýêñòðåìóì x0 ∈ [x1, 1]. Îï-
òèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà òî÷åê, â êîòîðûõ íóæíî ïðîâîäèòü èçìåðå-

íèÿ, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

L2
îïò

= min
i

max
1≤K≤2

{x2 − 0, 1− x1}, ãäå i = 1, 2. (252)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îïòèìàëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè L2
îïò

=
0, 5 ïðè x1 = x2, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ L2

îïò

> 0, 5. Äðóãèìè

ñëîâàìè, îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè îáà èçìåðåíèÿ

ïðîâîäèòü â ñåðåäèíå èñõîäíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè. Îäíàêî

ïðè ýòîì íåâîçìîæíî áóäåò ðàçëè÷èòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè îòêëèêà. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ε ïîãðåøíîñòü èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû � ìèíè-

ìàëüíóþ âåëè÷èíó ìåæäó çíà÷åíèÿìè x1 è x2 âõîäíîãî ïàðàìåòðà, êî-

òîðàÿ ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ðàçíèöó â èçìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèè

îòêëèêà.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ ïîèñêà ýêñòðå-

ìóìà â ýêñïåðèìåíòå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ èçìåðåíèé, áóäåò çàêëþ÷àòü-

ñÿ â òîì, ÷òîáû ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ �óíêöèè îòêëèêà â òî÷êàõ ñèì-
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�èñ. 44. Âûáîð òî÷åê èçìåðåíèÿ â ïàññèâíîì ïàðíîì ýêñïåðèìåíòå

ìåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû èñõîäíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííî-

ñòè íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì ε-ïîãðåøíîñòè èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû:

x1 = 0, 5 − ε, x2 = 0, 5 + ε (ðèñ. 44). Îïòèìàëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäå-

ëåííîñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà áóäåò ðàâåí L2
îïò

= 0, 5 + ε/2.
Â ñëó÷àå ïðîâåäåíèÿ òðåõ èçìåðåíèé 0 < x1 < x2 < x3 < 1, îïòèìàëü-

íûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ óñëîâèåì

L3
îïò

= min
i

max
1≤K≤3

{x2 − 0, x3 − x1, 1− x2}. (253)

Âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè áóäåò ðàâ-

íî L3
îïò

= 0, 5 ïðè ñëåäóþùåé ñòðàòåãèè âûáîðà òî÷åê xi: âòîðîå èçìå-

ðåíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ â ñåðåäèíå èñõîäíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäå-

ëåííîñòè x2 = 0, 5, à ïåðâîå è òðåòüå èçìåðåíèå ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ â

ëþáûõ òî÷êàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x3−x1 < 0, 5. Òàêèì îáðàçîì,

äîáàâëåíèå òðåòüåãî èçìåðåíèÿ â ñëó÷àå ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà óëó÷-

øàåò ðåçóëüòàò òîëüêî íà ε/2 è ìîæåò äàâàòü ñóùåñòâåííûé âûèãðûø â

òî÷íîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì ñ äâóìÿ èçìåðåíèÿìè, òîëüêî

â ñëó÷àå áîëüøîé èçìåðèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðà-

âåäëèâî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà îïûòîâ â ïàññèâíîì ýêñïåðèìåíòå.

Ïîýòîìó ïîèñê ýêñòðåìóìà âåäóò ïðè ïîìîùè ïàðíîãî ýêñïåðèìåí-

òà: òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, ãðóïïèðóþò ïàðàìè íà

ðàññòîÿíèè ε äðóã îò äðóãà, à ñàìè ïàðû ðàñïîëàãàþò ðàâíîìåðíî íà

èñõîäíîì èíòåðâàëå íåîïðåäåëåííîñòè (ðèñ. 44). Àíàëèòè÷åñêè çíà÷åíèÿ
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xi ïðè ïðîâåäåíèè N èçìåðåíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì:

xi =
(1 + ε)

N/2 + 1

[
i+ 1

2

]
−
([

i+ 1

2

]
−
[
i

2

])
, (254)

ãäå [i] � öåëàÿ ÷àñòü i.
Îïòèìàëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ε-ìèíèìàêñíîé ñòðàòå-

ãèè ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ N èçìåðåíèÿìè ðàâåí

LN
îïò

=
1 + ε

N/2 + 1
. (255)

Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî íàõîæäåíèþ ýêñ-

òðåìóìà òðåáóþò çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà îïûòîâ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ óìåíü-

øåíèÿ èñõîäíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà

â 100 ðàç òðåáóåòñÿ 198 èçìåðåíèé. Ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà, ðàññìàòðèâàåìûå íèæå, ñóùåñòâåííî óìåíüøàþò ÷èñëî îïûòîâ,

íåîáõîäèìûõ äëÿ ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ýêñïåðè-

ìåòíà

Ìèíèìàêñíûå ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ðå-

àëèçîâàòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûé èí-

òåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè [a, b]. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïîèñêà ýêñòðå-

ìóìà ìåòîäîì äèõîòîìèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðâûå äâå òî÷êè x1

è x2, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, âûáèðàþòñÿ â ñåðåäèíå èñõîäíîãî

èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè íà ðàññòîÿíèè ε äðóã îò äðóãà (ðèñ. 45-À).
Ïîñëå ñðàâíåíèÿ èçìåðåííûõ çíà÷åíèé �óíêöèè îòêëèêà îòáðàñûâàåòñÿ

îäèí èç èíòåðâàëîâ [a, x1] èëè [x2, b]. Âòîðàÿ ïàðà òî÷åê x3 è x4 âûáèðà-

åòñÿ â ñåðåäèíå îñòàâøåãîñÿ èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè íà ðàññòîÿíèè

ε äðóã îò äðóãà è ò.ä. Îïòèìàëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ïîñëå N
èçìåðåíèé áóäåò ðàâåí

LN
îïò

= (b− a)2−N/2 + (1− 2−N/2)ε. (256)

Àíàëèçèðóÿ ðàñìîòðåííóþ âûøå ñòðàòåãèþ ïîèñêà ýêñòðåìóìà, ìîæ-

íî çàìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå ïàðíûõ èçìåðíèé, â èíòåðâàëå íåîïðå-

äåëåííîñòè ïðèñóòñòâóåò åùå îäíà òî÷êà, îñòàâøàÿñÿ îò ïðåäûäóùåãî
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�èñ. 45. Âûáîð òî÷åê èçìåðåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå

ýòàïà, â êîòîðîé ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ óæå èçâåñòåí. Ïîýòîìó åå ìîæíî

èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îäíîé èç òî÷åê íà ñëåäóþùåì øàãå èòåðàöèîí-

íîé ïðîöåäóðû. Ïîñêîëüêó çàðàíåå íåèçâåñòíî, êàêàÿ èç òî÷åê x1 èëè x2

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ñëåäóþùåì øàãå, äëÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

èõ íåîáõîäèìî âûáèðàòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû èíòåðâàëà

íåîïðåäåëåííîñòè. Òîãäà, çíàÿ, ðàñïîëîæåíèå îäíîé èç òî÷åê âíóòðè èí-

òåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè, âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ðàñïîëîæåíèå äðó-

ãîé.

Ýòà èäåÿ ðåàëèçîâàíà â ìåòîäàõ Ôèááîíà÷è è �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ�

(ðèñ. 45-B). Â ìåòîäå Ôèááîíà÷è ïåðâûå äâå òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ

èçìåðåíèÿ, âûáèðàþòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ L2
îò êîíöîâ èíòåðâàëà [a, b]:

L2 = (b− a)
FN−1

FN
+

(−1)N

FN
ε. (257)

Çäåñü FN � ÷èñëà Ôèááîíà÷è, âû÷èñëÿåìûå ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå:

F0 = F1 = 1, Fk+1 = Fk−1 + Fk. (258)

Ïîñëå àíàëèçà çíà÷åíèé �óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ, îíà èç íèõ ñòàíîâèòñÿ

ãðàíè÷íîé òî÷êîé èíòåðâàëà ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà, à äðóãàÿ îñòàåòñÿ

äëÿ ïîñëåäóþùåé ïàðû èçìåðåíèé. Êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ òî÷êà âûáèðà-

åòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñòàâøåéñÿ â èíòåðâàëå íåîïðåäåëåííî-

ñòè. Îïòèìàëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ïîñëå N èçìåðåíèé áóäåò

ðàâåí:

LN
opt =

(b− a)

FN
+

FN−2

FN
ε. (259)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîèñê ýêñòðåìóìà ìåòîäîì Ôèááîíà÷è ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå îïòèìàëüíîé îäíîìåðíîé ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèåé, åãî íåóäîá-

ñòâî â òîì, ÷òî ñòðàòåãèÿ âûáîðà ïåðâûõ äâóõ òî÷åê x1 è x2, â êîòîðûõ
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ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, ïðèâîäèò ê íàèìåíüøåìó èíòåðâàëó íåîïðåäå-

ëåííîñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà òîëüêî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âñåõ N èç-

ìåðåíèé.

Â ìåòîäå �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ� òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ íåò � ïîèñê ýêñòðå-

ìóìà ìîæíî çàâåðøàòü ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé è ïðè ýòîì áóäåò

ãàðàíòèðîâàí íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò.

Îïðåäåëåíèå. Çîëîòûì ñå÷åíèåì îòðåçêà íàçûâàþò òî÷êó, êîòî-

ðàÿ äåëèò åãî íà äâå ÷àñòè òàê,÷òî îòíîøåíèå äëèíû âñåãî îòðåçêà

ê äëèíå åãî áîëüøåé ÷àñòè ðàâíî îòíîøåíèþ äëèíû áîëüøåé ÷àñòè ê

äëèíå ìåíüøåé ÷àñòè.

Ó êàæäîãî îòðåçêà ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, ðàñïîëî-

æåííûå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî êîíöîâ ïðîìåæóòêà [a, b], êîòîðûå è

âûáèðàþòñÿ â êà÷åñòâå òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ:

x1 = a+ (1− τ)(b− a), x2 = a+ τ(b− a), (260)

çäåñü τ = (1 +
√
5)/2 ≈ 1, 6180 . . . � îòíîøåíèå çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Ïðè-

÷åì, òî÷êà x1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî÷êîé �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ� îòðåçêà [a, x2],

à òî÷êà x2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ� îòðåçêà [x1, b], ïîýòîìó íà
óêàçàííûõ èíòåðâàëàõ íóæíî äîîïðåäåëÿòü òîëüêî îäíó òî÷êó â êîòîðîé

ñëåäóåò ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ. Îïòèìàëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè

ïîñëå N èçìåðåíèé áóäåò ðàâåí

LN
îïò

=
(b− a)

τN−1
. (261)

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòðàòåãèè ïîèñêà ýêñòðåìóìà äàþò ñóùåñòâåííûé

âûèãðûø â êîëè÷åñòâå ïðîâîäèìûõ èçìåðåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàññèâíû-

ìè. Íàïðèìåð, äëÿ óìåíüøåíèÿ èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè â 100 ðàç

ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà 11 èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà

Ôèááîíà÷è è 13-14 äëÿ ìåòîäîâ äèõîòîìèè è �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ�.
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Ëåêöèÿ 17. Ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî

ïîèñêà ýêñòðåìóìà

�åëüå� �óíêöèè

Â ñòðàòåãèÿõ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæå-

íèé îòíîñèòåëüíî âèäà è ñâîéñòâ �óíêöèè îòêëèêà ñèñòåìû. Åñëè æå

èí�îðìàöèÿ îá ýòîì èìååòñÿ, òî åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðàòåãèé ìíîãîìåðíîãî ïîèñêà. Íàèáîëåå ÷àñòî

èñïîëüçóåòñÿ èí�îðìàöèÿ î ðåëüå�å �óíêöèè îòêëèêà ñèñòåìû.

Ôóíêöèÿ F (x1, x2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïðîèçâîëüíóþ ïî-

âåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 46). �åëüå� ýòîé ïîâåðõíîñòè

ìîæíî îöåíèòü ïî ïîâåäåíèþ ëèíèé óðîâíÿ �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíèÿìè óðîâíÿ �óíêöèè F (x1, x2) íàçûâàþòñÿ ïðî-

åêöèè F (x1, x2) = const íà ïëîñêîñòü {x1, x2}.
Òàì ãäå ëèíèè óðîâíÿ ðàñïîëîæåíû áëèçêî îäíà ê äðóãîé, �óíêöèÿ

èçìåíÿåòñÿ íàèáîëåå áûñòðî è, íàîáîðîò, åñëè ëèíèè óðîâíÿ îòñòîÿò äà-

ëåêî îäíà îò äðóãîé, òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ �óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ áóäåò

ìàëà. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ëèíèè óðîâíÿ ïðåäñòàâëåíû ãëàäêèìè êðè-

âûìè íå èìåþùèìè èçëîìîâ, ðåëüå� �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ êîòëîâèííûì,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îâðàæíûì. Àíàëèòè÷åñêè, êîòëîâèííûé ðåëüå�

�óíêöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîñòüþ �óíêöèè îòêëèêà âî

âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ.

Àíàëèçèðóÿ ðåëüå� �óíêöèè ìîæíî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïîñòðîå-

íèÿ òðàåêòîðèé, âäîëü êîòîðûõ �óíêöèÿ óáûâàåò (âîçðàñòàåò) äîñòèãàÿ

ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà). Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç îäíîé è òîé

æå òî÷êè ìîæíî ïðåäëîæèòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé âäîëü

êîòîðûõ �óíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò óáûâàòü èëè âîçðàñ-

òàòü, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ãäå òàêèå íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

åäèíñòâåííûìè. �àçëè÷íûå ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìíîãîìåðíîãî ïî-

èñêà îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì çàäàíèÿ òðàåêòîðèé.
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�èñ. 46. Ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè

Ìåòîä ñëó÷àéíîãî ïîèñêà

Ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè �óíêöèè ìíîãèõ ïåðå-

ìåííûõ, òàêæå êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, îñíîâàíû íà âû÷èñëåíèè è

ñðàâíåíèè çíà÷åíèé �óíêöèé F (x1, x2, . . . , xn) â òî÷êàõ çàäàâàåìûõ â

ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé ñòðàòåãèåé. Çàäàâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-

÷åê óìåíüøàþùèõ (óâåëè÷èâàþùèõ) çíà÷åíèå �óíêöèè îêëèêà, ìîæíî

ëîêàëèçîâàòü ìèíèìóì (ìàêñèìóì) �óíêöèè ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé

òî÷íîñòüþ.

Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íå ñóùåñòâóåò ý��åêòèâíûõ êðèòå-

ðèåâ îöåíêè îïòèìàëüíîñòè ïîèñêà ýêñòðåìóìà äëÿ �óíêöèé ìíîãèõ ïå-

ðåìåííûõ. Äðóãîé ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé èñïîëüçîâàíèÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ

íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ �ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè� � êîëè÷åñòâî

âû÷èñëåíèé âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî n-é ñòåïåíè ðàçìåðíîñòè.
Ý��åêòèâíûì ïàññèâíûì ìåòîäîì ïîèñêà ýêñòðåìóìà ìíîãîìåðíûõ

�óíêöèé ÿâëÿåòñÿìåòîä ñëó÷àéíîãî ïîèñêà èëè ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.

�àññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé (ðèñ. 47). Ïóñòü èñõîäíàÿ îáëàñòü, â êî-

òîðîé ëîêàëèçîâàí ýêñòðåìóì óíèìîäàëüíîé �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

F (x1, x2), ñîñòàâëÿåò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ìàêñèìóì �óíêöèè. Äî ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé ëþáàÿ òî÷-

êà âíóòðè êâàäðàòà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê òî÷êà ìàêñèìóìà �óíê-

öèè. �àçîáúåì êâàäðàò íà k îáëàñòåé îäèíàêîâîé ïëîùàäè. Âûáåðåì ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì îäíó èç ïîëó÷åííûõ îáëàñòåé è ïðîâåäåì â êàêîé ëèáî

åå òî÷êå (x∗
1x

∗
2), íàïðèìåð, â öåíòðå îáëàñòè, èçìåðåíèå çíà÷åíèÿ �óíê-

öèè. Âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî èçìåðåíèå áûëî ïðîèçâåäåíî â îáëàñòè,
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�èñ. 47. Ìåòîä ñëó÷àéíîãî ìíîãîìåðíîãî ïîèñêà

ñîäåðæàùåé ìàêñèìóì �óíêöèè, ðàâíà 1/k. Òî åñòü ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî èçìåðåííîå çíà÷åíèå �óíêöèè F (x∗

1, x
∗
2) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì è â

ðåçóëüòàòå îäíîãî èçìåðåíèÿ óäàëîñü óìåíüøèòü îáëàñòü ëîêàëèçàöèè

ýêñòðåìóìà â k ðàç ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/k.
Ïðîâåäåì èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè â äâóõ îáëàñòÿõ, âûáðàííûõ

ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé âûáåðåì íàèáîëüøåå. Âå-

ðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî íàèáîëüøåå èçìåðåííîå çíà÷åíèå îêàçàëîñü â îáëà-

ñòè ñîäåðæàùåé ìàêñèìóì �óíêöèè ìîæíî îöåíèòü ïî ñëåäóþùåé �îð-

ìóëå:

P = 1−
(
1− 1

k

)2

.

Àíàëîãè÷íî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé â n ñëó÷àéíûì îáðàçîì âû-

áðàííûõ îáëàñòÿõ, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàèáîëüøåå èçìåðåííîå çíà÷å-

íèå áóäåò íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà â k ðàç ìåíüøå

èñõîäíîé áóäåò ðàâíà:

P = 1−
(
1− 1

k

)n

. (262)

Îòêóäà ìîæíî îöåíèòü ÷èñëî èçìåðåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óìåíüøåíèÿ

îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà �óíêöèè â k ðàç ñ íàäåæíîñòüþ P :

n =

[
ln(1− P )

ln
(
1− 1

k

)
]
+ 1, ãäå [ ]� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. (263)
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óìåíüøåíèÿ îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà â 10 ðàç

ñ íàäåæíîñòüþ P ≈ 0, 84 òðåáóåòñÿ 18 èçìåðåíèé, à ñ íàäåæíîñòüþ P ≈
0, 99 � 44 èçìåðåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ýêñòðåìó-

ìà �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè ïàðàìåòðîâ ïî-

èñêà ýêñòðåìóìà: k - ÷èñëà, îïðåäåëÿþùåãî âî ñêîëüêî ðàç íóæíî óìåíü-

øèòü èñõîäíóþ îáëàñòü ëîêàëèçàöèè ýêñòðåìóìà, è P � íàäåæíîñòè ñ

êîòîðîé òðåáóåòñÿ ýòî ñäåëàòü. Çàòåì îöåíèòü íåîáõîäèìîå ÷èñëî èçìå-

ðåíèé n ïî �îðìóëå (262) è ïðîèçâåñòè èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè â

n òî÷êàõ, çàäàâàåìûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íàïðèìåð ñ èñïîëüçîâàíèåì

äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íàèáîëüøåå èçìåðåííîå çíà÷åíèå áóäåò ñîîò-

âåòñòâîâàòü ìàêñèìóìó �óíêöèè.

�ðàäèåíòíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìóìà

�àññìîòðèì ãðóïïó ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà,

íàçûâàåìûõ ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

ðàññìàòðèâàòü íàõîæäåíèå ìèíèìóìà �óíêöèè. Èäåÿ âñåõ ìåòîäîâ îñ-

íîâàíà íà òîì, ÷òîáû èç ïðîèçâîëüíî âçÿòîé íà÷àëüíîé òî÷êè

−→x0, îïðå-

äåëèòü íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ �óíêöèè è äâèãàòüñÿ âäîëü íåãî â òî÷êó

−→x1. Â òî÷êå

−→x1 ñíîâà îïðåäåëèòü íîâîå íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ �óíêöèè

è ò.ä. Îáùèé àëãîðèòì âûáîðà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ê ìèíèìóìó îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−→x i+1 =
−→x i + λ−→a i, (264)

ãäå

−→a i � íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà i-ì øàãå, λ � äëèíà øàãà â çàäàííîì

íàïðàâëåíèè.

Íà êàæäîì øàãå ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå çíà÷åíèé �óíêöèè â òî÷êàõ

−→xi è
−→x i+1. Åñëè F (−→x i+1) < F (−→x i) òî âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðà-

öèîííîãî ïðîöåññà

|F (−→x i+1)− F (−→x i)| < ε, (265)

ãäå ε � òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà �óíêöèè. Åñëè óñëîâèå (265)

íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íåîáõîäèìî óìåíüøèòü äëèíó øàãà λ è ïðîäîëæèòü

ïîèñê ýêñòðåìóìà.

Ïðîñòåéøåé ñòðàòåãèåé ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìíîãîìåðíîãî ïîèñêà ýêñ-

òðåìóìà ÿâëÿåòñÿìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà èëè ìåòîä �àóññà-
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�èñ. 48. Ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà. À -ìåòîä

ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, Â � ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Çåéäåëÿ (ðèñ 48-A), â êîòîðîì ðåøåíèå îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ

â ñëåäóþùåì. Çàäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà (x1,0, x2,0) ïðîèçâîëüíûì îáðà-

çîì. Ïåðåìåííàÿ x2 �èêñèðóåòñÿ è äåëàåòñÿ øàã äëèíîé λ â íàïðàâëåíèè

óáûâàíèÿ �óíêöèè F âäîëü êîîðäèíàòû x1. Çàòåì �èêñèðóåòñÿ ïåðåìåí-

íàÿ x1 è äåëàåòñÿ øàã â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ �óíêöèè F âäîëü êîîð-

äèíàòû x2. Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ îñòàíîâà

(265).

Äëÿ îïòèìàëüíîé îðãàíèçàöèè ïðîöåäóðû ïîèñêà ýêñòðåìóìà íåîáõî-

äèìî çàäàâàòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ

−→a òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ F óáûâà-

ëà â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè íàèáîëåå áûñòðî. Íàïðàâëåíèå íàèáîëüøå-

ãî âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè â òî÷êå x1, x2 îïðåäåëÿåò âåêòîð ãðàäèåíòà

�óíêöèè:

−−→
gradF (x1, x2) =

{
∂F (x1, x2)

∂x1
,
∂F (x1, x2)

∂x2

}
. (266)

�åîìåòðè÷åñêè ýòî íàïðàâëåíèå çàäàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè ê êàñàòåëü-

íîé ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè â òî÷êå x1, x2. Äàííîå ñâîéñòâî øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëíûõ ìåòîäàõ ïîèñêà ýêñòðåìóìà. Åñëè â êà÷å-

ñòâå

−→a íà i-ì øàãå âûáðàòü íàïðàâëåíèå àíòèãðàäèåíòà �óíêöèè F â

òî÷êå

−→x i, òî áóäåò îáåñïå÷åí íàèáîëåå áûñòðûé ñïóñê èç äàííîé òî÷êè

ê òî÷êå ìèíèìóìà �óíêöèè. Àëãîðèòì âûáîðà òî÷åê áóäåò çàäàâàòüñÿ
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�îðìóëîé:

x1,i+1 = x1,i − λ
∂F (x1, x2)

∂x1

∣∣∣∣
(x1,i,x2,i)

(267)

x2,i+1 = x2,i − λ
∂F (x1, x2)

∂x2

∣∣∣∣
(x1,i,x2,i)

Âåëè÷èíà øàãà λ ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé èëè ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé.

Åñëè íà êàæäîì øàãå âûáèðàòü åå èç óñëîâèÿ:

∂F (λ)

∂λ
= 0, (268)

òî øàã áóäåò ïðèâîäèòü ê ìèíèìóìó �óíêöèè â âûáðàííîì íàïðàâëå-

íèè. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ íîñèò íàçâàíèå ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Åñëè �óíêöèÿ F îãðàíè÷åíà ñíèçó è äè��åðåíöèðóåìà, òî ìåòîä íàè-

ñêîðåéøåãî ñïóñêà âñåãäà ñõîäèòñÿ ê ìèíèìóìó.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ý��åêòèâíîñòè ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ îïòè-

ìèçàöèè ÿâÿëåòñÿ êîòëîâèííûé ðåëüå� �óíêöèè F (−→x ). Â ñëó÷àå îâðàæ-

íîãî ðåëüå�à, ò.å. îòñóòñòâèè äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè â íåêîòî-

ðûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ãðàäèåíòíûå ìåòîäû íåïðèìåíèìû.

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ y = f(x1, x2, . . . , xn),
êîãäà íà îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ ïðîèçâîëü-

íîãî âèäà gj(x1, x2, . . . , xn) ≤ bj, j = 1, k, ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå äî-

ñòàòî÷íî ñëîæíîé, åå ðåøåíèå òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Òåì íå ìåíåå, äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ �óíêöèé ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷å-

íèÿìè íà ïåðåìåííûå, ðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè,

íàçûâàåìûå ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ

çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ëèíåéíîé �óíêöèè

F (x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn, (269)
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ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííûå:






a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≤ b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn ≤ b2
. . . ,
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn ≤ bm
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

. (270)

Ôóíêöèÿ F (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ öåëåâîé �óíêöèåé çàäà÷è ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå âèäà xi ≥ 0,
çàïèñàííûå â ïîñëåäíåé ñòðîêå (270), íàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè çàäà÷è. Îíè íàêëàäûâàþòñÿ èñõîäÿ èç �èçè÷åñêîãî ñìûñëà

ïåðåìåííûõ çàäà÷è. Íàïðèìåð, ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå çàïàñû è ðå-

ñóðñû, êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè íå ìîãóò ïðèíèìàòü

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Óñëîâíûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ëþáîå ðåøåíèå èç óñëîâíîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì

ðåøåíèåì, à ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìóìó öåëåâîé �óíêöèè, �

îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì. Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò

áûòü è íå åäèíñòâåííûì.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéñòâåííûìè çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ íàçûâàþòñÿ çàäà÷à íà ìàêñèìóì �óíêöèè

F (x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn, (271)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííûå:





a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≤ b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn ≤ b2
. . . ,
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn ≤ bm
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

(272)

è çàäà÷à íà ìèíèìóì �óíêöèè

G(y1, y2, . . . , ym) = b1x1 + b2x2 + . . .+ bmxn, (273)

214



ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííûå:






a11y1 + a21y2 + . . .+ am1ym ≥ c1
a12y1 + a22y2 + . . .+ am2ym ≥ c2
. . . ,
a1ny1 + a2ny2 + . . .+ anmyn ≥ cm
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, . . . , ym ≥ 0

. (274)

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé ïåðâîé çàäà÷è, ÿâ-

ëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìè öåëåâîé �óíêöèè âòîðîé è íàîáîðîò, à òðàíñ-

ïîíèðîâàíèå ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ïåðåìåííûõ îäíîé çàäà÷è, äàåò

ìàòðèöó êîý��èöèåíòîâ îãðàíè÷åíèé â äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷å.

Ñâÿçü ìåæäó äâîéñòâåííûìè çàäà÷àìè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé îñ-

íîâíîé òåîðåìîé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Òåîðåìà. Ïóñòü F � öåëåâàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâà-

íèÿ íà ìàêñèìóì, à G � öåëåâàÿ �óíêöèÿ äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷è

íà ìèíèìóì. Òîãäà çàäà÷à íà ìàêñèìóì �óíêöèè F èìååò ðåøåíèå

òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ðåøåíèå çàäà÷à íà ìèíèìóì äëÿ

�óíêöèè G, ïðè÷åì F
max

= G
min

.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷ó â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ áîëüøîé ðàç-

ìåðíîñòè n, íî ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé m, âñå-

ãäà ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå ìàëîé ðàçìåðíîñòè, íî ñ áîëü-

øèì êîëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé è íàîáîðîò.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îñíîâàíû íà

ñëåäóþùèõ ñâîéñòâàõ ëèíåéíûõ �óíêöèé.

• Äëÿ ëèíåéíîé öåëåâîé �óíêöèé âñåãäà ñóùåñòâóåò òîëüêî àáñîëþò-

íûé ýêñòðåìóì (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé).

• �èïåðïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ëèíèÿì óðîâíÿ öåëå-

âîé �óíêöèè, ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé.

• Îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíûì îãðàíè-

÷åíèÿì, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí.

Íà ðèñóíêå 49 ïðîèëëþñòðèðîâàí ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ

çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàæäîìó èç îãðàíè÷åíèé (270) çà-

äà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëóïëîñêîñòü, ãðàíè-

öà êîòîðîé çàäàåòñÿ óëîâèåì aj1x1 + aj2x2 + . . . + ajnxn = bj, j = 1, m
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�èñ. 49. �åîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

èëè xi = 0, i = 1, n, à ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïëîñêîñòåé îïðåäåëÿåò óñëîâíîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Ëþáûå òî÷êè x1, x2, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøå-

íèé è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ F (x1, x2) = const, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-

ìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îäíèì è òåì æå çíà÷åíèÿì öåëåâîé �óíêöèè. �å-

øåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêèå òî÷êè

â îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, êîòîðûå áóäóò ïðèâîäèòü ê ýêñòðåìó-

ìó öåëåâîé �óíêöèè. Ïîñòðîèâ äâå ðàçëè÷íûå ëèíèè óðîâíÿ öåëåâîé

�óíêöèè F (x1, x2) = c1 è F (x1, x2) = c2 (c2 > c1), ìîæíî îïðåäåëèòü íà-
ïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ öåëåâîé �óíêöèè. Ïðè ñìåùåíèè ëèíèè óðîâíÿ

öåëåâîé �óíêöèè ïàðàëëåëüíî ñåáå ñàìîé â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ,

äî òåõ ïîð, ïîêà îíà áóäåò íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,

ðåøåíèå áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê îïòèìàëüíîìó (ìàêñèìóìó) è, íàîáîðîò,

ñäâèã â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè áóäåò ïðèáëèæàòü ê ìèíèìóìó.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ öåëåâîé �óíêöèè áóäóò

äîñòèãàòüñÿ â âåðøèíàõ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, ëèáî íà îòðåçêå

ñîåäèíÿþùåì ñîñåäíèå âåðøèíû, â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîñòè ëèíèé óðîâíÿ

öåëåâîé �óíêöèè ãðàíèöå îáëàñòè. Â îáùåì ñëó÷àå îáëàñòü äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé ìîæåò áûòü è íåîãðàíè÷åííîé, â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè áóäåò áåñêîíå÷íî áîëüøèì.

�åîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

óäîáíî ïðèìåíÿòü äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè æå

ïåðåìåííûõ áîëüøå, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ, íà-

çûâàåìûé ìåòîä ïåðåáîðà âåðøèí. Èäåÿ åãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âñåãäà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â âåðøèíàõ îáëàñòè äî-
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ïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü âñå åå âåðøèíû è

ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé �óíêöèè â ïîëó÷åííûõ òî÷êàõ.

Êàæäàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êàêèõ ëèáî n ãèïåð-

ïëîñêîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è. Îáùåå êîëè÷åñòâî òî-

÷åê, ïîäîçðèòåëüíûõ íà âåðøèíû, ðàâíî Cn
n+m � ÷èñëó ñèñòåì óðàâíåíèé,

ïîëó÷åííûõ ñî÷åòàíèÿìè ïî n îãðàíè÷åíèé èç îáùåãî êîëè÷åñòâà (n+m)

îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Íåîáõîäèìî íàéòè ýòè òî÷êè, ðåøàÿ ñîîòâåòñòóþ-

ùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, è âûÿñíèòü, êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíà-

ìè, à êàêèå íåò. Òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ âåðøèíîé áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì

îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à íå òîëüêî òåì, èç

êîòîðûõ îíà ïîëó÷åíà.

Óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ, ý��åêòèâíûì äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ, ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Ñèìïëåêñ (îò ëàò. simplex � ïðîñòîé) ýòî ïðîñòåéøèé âûïóêëûé ìíî-

ãîãðàííèê â ïðîñòðàíñòâå çàäàííîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Â âû÷èñëèòåëü-

íîé ñõåìå ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòì, ïðè êîòîðîì, óñëîâ-

íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîâåðõíîñòè ñèìïëåêñà â

ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè (n + m). Çàòåì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîïó-

ñòèìîãî ðåøåíèÿ, îáû÷íî ýòî âåðøèíà ñèìïëåêñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà-

÷àëó êîîðäèíàò, îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïåðåõîäû îò îäíîãî

äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ê äðóãîìó (îò îäíîé âåðøèíû ñèìïëåêñà ê ñîñåä-

íåé ê íåé) äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíà âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ, ò.å ëþáûå ïåðåõîäû èç íåå áóäóò ïðèâîäèòü ê

óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ öåëåâîé �óíêöèè.

�àññìîòðèì àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ñëó÷àÿ bi ≥ 0. Ïåðå�îð-
ìóëèðóåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ ñëåäóþøèì îáðàçîì. Ââå-

äåì äîïîëíèòåëüíâå ïåðåìåííûå s1, s2, . . . , sm, òàê, ÷òîáû îãðàíè÷åíèÿ

çàäà÷è çàäàâàëèñü â âèäå ðàâåíñòâ:





a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + s1 = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + s2 = b2
. . . ,
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn + sm = bm
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

(275)

Öåëåâàÿ �óíêöèÿ, ïðè ýòîì, áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

F (x1, x2, . . . , xn, s1, s2, . . . , sm) = c1x1+ c2x2+ . . .+ cnxn+0s1+ . . .+0sm.

(276)
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Ïî ñâîåìó ñïîñîáó çàäàíèÿ, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

si íåîòðèöàòåëüíû: si ≥ 0. Òàêèå ïåðåìåííûå áóäåì íàçûâàòü áàçèñíû-

ìè ïåðåìåííûìè, à âñå îñòàëüíûå � ñâîáîäíûìè. Åñëè ïîëîæèòü xi =

0, i = 1, n, òî ïîëó÷èì ðåøåíèå (âåðøèíó ñèìïëåêñà), êîòîðîå âñåãäà áó-

äåò äîïóñòèìûì: (0, 0, . . .0︸ ︷︷ ︸
n

, b1, b2, . . . , bm) è ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ öåëå-

âîé �óíêöèè F (x1, x2, . . . , xn, s1, s2, . . . , sm) = 0. Äàëüíåéøàÿ ïðîöåäóðà

ðåøåíèÿ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ïåðåõîäå èç ïîëó÷åííîé âåðøèíû ñèìïëåê-

ñà â äðóãóþ, óâåëè÷èâàþùóþ çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè. �åøàòü çàäà÷ó

óäîáíî òàáëè÷íûì ìåòîäîì. Äëÿ ýòîãî èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò

â âèäå ñèìïëåêñ-òàáëèöû, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû

ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîñòàâëåíà èç

êîý��èöèåíòîâ öåëåâîé �óíêöèè:

x1 x2 . . . xn s1 s2 . . . sm áàçèñ

a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0 b1 s1
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0 b2 s2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn 0 0 . . . 1 bm sm
c1 c2 . . . cn 0 0 . . . 0 F

Ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè íàçûâàþòñÿ èíäèêàòîðàìè ñèìïëåêñ-òàáëè-

öû. Ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ îïåðàöèé ñî ñòðîêàìè, òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü

íóëåâûå èëè îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ èíäèêàòîðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå

öåëåâàÿ �óíêöèÿ äîñòèãíåò ñâîåãî ìàêñèìóìà. Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâà-

íèé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

1. Âûáèðàåòñÿ ëþáîé ñòîëáåö ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäèêàòîðîì. Ïóñòü

ýòî áóäåò j-é ñòîëáåö.

2. Â j-ì ñòîëáöå âûáèðàåòñÿ öåíòðàëüíûé ýëåìåíò aij òàêîé, ÷òî

bi
aij

→ min
i=1,m

.

3. Äåëèì âñå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè íà aij òàê, ÷òîáû íà ìåñòå öåíòðàëü-

íîãî ýëåìåíòà ïîëó÷èòü 1.

4. Ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè ñî ñòðîêàìè ïîëó÷àåì â j-ì ñòîëáöå íó-

ëåâûå çíà÷åíèÿ âî âñåõ ñòðîêàõ, âêëþ÷àÿ èíäèêàòîð (â i-é ñòðîêå

îñòàåòñÿ 1).
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5. Çàìåíÿåì â êîëîíêå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ si íà xj.

6. Ïîâòîðÿåì âñå äåéñòâèÿ ñ îñòàëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè èíäèêàòî-

ðàìè ñèìïëåêñ-òàáëèöû.

Ïîëàãàÿ íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå ðàâíûìè íóëþ, à çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ

îïðåäåëèâ èç ïîñëåäíåãî ñòîëáöà òàáëèöû, íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå çíà-

÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè, ïðè÷åì â îêîí÷àòåëüíîì ðåøåíèè âñå ââåäåííûå

âïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå si îïóñêàåì.
Åñëè �óíêöèÿ F (x1, x2, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ñ ïðîèçâîëüíû-

ìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, òî çàäà÷à ïîèñêà

ýêñòðåìóìà ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà-

÷åíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðî-

âàíèå), êîòîðûå çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ öå-

ëåâîé �óíêöèè F (x1, x2) = x1 − 2x2 ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

ïåðåìåííûå 



−2x1 + 3x2 ≤ 9
x1 − x2 ≤ 2
x1 + x2 ≤ 8

x1 ≤ 0, x2 ≤ 0

.

2. Íàéòè ìåòîäîì ïåðåáîðà âåðøèí ìèíèìóì öåëåâîé �óíêöèè

F (x1, x2) = x1 − 2x2 ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííûå





x1 + x2 − 1 ≤ 0
x1 − x2 + 2 ≤ 0

−x1 + 2x2 + 2 ≤ 0
−x1 + 3 ≤ 0

x1 ≤ 0, x2 ≤ 0

.

3. Ñ�îðìóëèðîâàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê ñëåäóþùåé: íàéòè ìàêñè-

ìóì öåëåâîé �óíêöèè F (x1, x2) = 3x1+x2 ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ
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íà ïåðåìåííûå 



x1 − 2x2 ≤ 2

−x1 + x2 ≤ 3
x1 + x2 ≤ 1

4x1 + x2 ≤ 5
x1 ≤ 0, x2 ≤ 0

.

4. Ñèìïëåêñ-ìåòîäîì íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè

F (x1, x2, x3) = x1+x2+x3 ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííûå:





2x1 + x2 + 2x3 ≤ 2

4x1 + 2x2 + x3 ≤ 2
x1 ≤ 0, x2 ≤ 0, x3 ≤ 0

.

5. Ñ�îðìóëèðîâàòü è ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ. Òðå-

áóåòñÿ çàêóïèòü óäîáðåíèÿ äâóõ âèäîâ. Â åäèíèöå óäîáðåíèÿ ïåðâîãî âè-

äà ñîäåðæèòñÿ 3 åäèíèöû âåùåñòâà À, 2 åäèíèöû âåùåñòâà Â è 1 åäèíèöà

âåùåñòâà Ñ. Â åäèíèöå óäîáðåíèÿ âòîðîãî âèäà ñîäåðæèòñÿ ïî 1 åäèíèöå

êàæäîãî èç âåùåñòâ À,Â è Ñ. Íà îäèí ãåêòàð ïî÷âû òðåáóåòñÿ íå ìåíåå 9

åäèíèö âåùåñòâà À, 8 åäèíèö âåùåñòâà Â è 6 åäèíèö âåùåñòâà Ñ. Ñîñòà-

âèòü íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûé ïëàí çàêóïêè óäîáðåíèé (â ðàñ÷åòå íà 1 ãà.),

åñëè öåíà åäèíèöû óäîáðåíèÿ ïåðâîãî âèäà ñîñòàâëÿåò 3 äåí. åäèíèöû,

à åäèíèöû óäîáðåíèÿ âòîðîãî âèäà 2 äåí. åäèíèöû.
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Ëåêöèÿ 18. Ïëàíèðîâàíèå

ýêñïåðèìåíòà â óñëîâèÿõ

íåîäíîðîäíîñòè

Ëîãè÷åñêèå îñíîâû ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà

Âñå äàííûå, ñ êîòîðûìè èìååò äåëî èññëåäîâàòåëü, â êîíå÷íîì ñ÷å-

òå ÿâëÿþòñÿ ëèáî ðåçóëüòàòîì ïðÿìîãî îòáîðà èëè èçìåðåíèÿ êàêèõ-òî

ýêçåìïëÿðîâ èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà åäèíèö ýòîãî æå ðîäà, ëèáî ðå-

çóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà. Ñ �îðìàëüíîé ñòîðîíû ìåæäó íèìè ñóùåñòâó-

åò ðàçëè÷èå. Âûáîðêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåé

èñõîäíîé ñîâîêóïíîñòè, à ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà âìåñòî ðåàëüíîé

ñîâîêóïíîñòè ñîçäàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîâòîðåíèé èäåíòè÷íûõ óñëîâèé, â

êîòîðûõ îñóùåñòâëÿþòñÿ èçìåðåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, âûáîðî÷íîå íàáëþäå-

íèå è ýêñïåðèìåíò èìåþò ïîä ñîáîé îáùóþ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêóþ

îñíîâó. Äåéñòâèòåëüíî, ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê âûáîðêó, íî òîëüêî èç ãèïîòåòè÷åñêîé èñõîäíîé ñîâîêóïíîñòè âñå-

âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â îäíèõ è òåõ

æî áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿåìûõ óñëîâèÿõ îïûòà. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áó-

äåì îáúåäèíÿòü ïîä ïîíÿòèåì âûáîðêè îáà ýòèõ ñëó÷àÿ.

Ëîãè÷åñêóþ îñíîâó ïëàíèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â óñëî-

âèÿõ íåîäíîðîäíîñòè ñîñòàâëÿþò ïðîöåäóðû:

• �àíäîìèçàöèÿ � ñëó÷àéíûé ïîðÿäîê ðåàëèçàöèè îïûòîâ, ïðåäíàçíà-

÷åííûé äëÿ óìåíüøåíèÿ ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè.

• Ñòðàòè�èêàöèÿ (ðàçäåëåíèå íà áëîêè) � ñëóæàùàÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ

âëèÿíèÿ �àêòîðîâ, íå ïðèíÿòûõ ê ðàññìîòðåíèþ.

Ïîëó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ îöåíîê íåâîçìîæíî áåç ñîçäàíèÿ áëàãîïðè-

ÿòíûõ óñëîâèé äëÿ ïðîÿâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ïðè

âûáîðî÷íîì ñòàòèñòè÷åñêîì íàáëþäåíèè ïîä ñîçäàíèåì áëàãîïðèÿòíûõ
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óñëîâèé ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àéíûé îòáîð èç èñõîäíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïðè

ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà � ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðàíäîìèçà-

öèÿ) ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé. Ïîñêîëüêó â ïñèõîëîãèè êàæäîãî ÷åëîâåêà

çàëîæåíà òåíäåíöèÿ îòêëîíÿòüñÿ â ñâîåì âûáîðå îò ÷èñòîé ñëó÷àéíîñòè,

òî ïîëó÷èòü ñëó÷àéíóþ âûáîðêó ìîæíî òîëüêî ïðè ñîáëþäåíèè âïîëíå

îïðåäåëåííûõ ìåòîäèê. Íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå æðåáèÿ, òàáëèö èëè

äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Êîíå÷íàÿ öåëü ðàíäîìèçàöèè âûáîðêè çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû óìåíüøèòü ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ îøèáêè

èçìåðåíèé. Åñëè èñõîäíàÿ ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîðîä-

íîé, òî èñïîëüçîâàíèå äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,

÷òîáû êîððåêòíî îñóùåñòâèòü âûáîð îáúåêòîâ äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçìå-

ðåíèÿ. Ïðè÷åì îäíîðîäíîñòü âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèåé òîãî, ÷òî ñëó-

÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îøèáêè èçìåðåíèÿ áóäåò ìèíèìàëüíà.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñõîäíàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ èëè óñëîâèÿ

ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè (ðàçëè÷èÿ â ïàðòè-

ÿõ ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ, â óñëîâèÿõ ëå÷åíèÿ, êâàëè�èêàöèè ïåðñî-

íàëà, èñïîëüçóåìîé àïïàðàòóðå è ò.ï.), ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îøèá-

êè èçìåðåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ ýòèõ íåîäíîðîäíîñòåé

è âîçíèêàåò çàäà÷à åå óìåíüøåíèÿ. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäúÿâëÿåò

îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ ê ïëàíèðîâàíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðå-

íèé. Êðèòåðèåì êà÷åñòâà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè

ñëó÷àéíûõ îøèáîê. Â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé ïîñòàíîâêè è ïðîâåäåíèÿ

ýêñïåðèìåíòà ïîâûøåíèå òî÷íîñòè îöåíîê ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàç-

ëè÷íûìè ìåòîäàìè.

Îáùàÿ ëîãè÷åñêàÿ èäåÿ, ïîëîæåííàÿ â îñíîâó ìåòîäîâ, ïðèâîäÿùèõ ê

óìåíüøåíèþ âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé è ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ðåçóëü-

òàòîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â íàëîæåíèè îãðàíè÷åíèé. Ïðè âûáîðî÷íîì íàáëþ-

äåíèè � îãðàíè÷åíèé îòáîðà; ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà � îãðàíè÷å-

íèé ðàíäîìèçàöèè.

Ïðèìåðîì îãðàíè÷åíèÿ îòáîðà ÿâëÿåòñÿ ñòðàòè�èêàöèÿ. Èñõîäíàÿ

íåîäíîðîäíàÿ ñîâîêóïíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà îòäåëüíûå ãðóïïû (ñòðàòû,

ñëîè, ïëàñòû) ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó. Íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè

çàáîëåâàåìîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ðàçáèåíèå âñåõ îáñëåäóåìûõ íà ãðóïïû

ïî âîçðàñòó, ñîöèàëüíîìó ïîëîæåíèþ è ò.ï. Â ýòîì ñëó÷àå îáùàÿ äèñïåð-

ñèÿ σ2
, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ñëó÷àéíîé îøèáêè, ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ìåæãðóïïîâîé σ2
out è âíóòðè-

ãðóïïîâîé σ2
in äèñïåðñèé. Ïðè÷åì, ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïðèçíàêà,
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ðàçáèâàþùåãî íà ñòðàòû è ñîîòâåòñòâóþùåì çàäàíèè ãðàíèö ñòðàò, çàâè-

ñèìîñòü îò ìåæãðóïïîâûõ íåîäíîðîäíîñòåé âûáîðêè ìîæíî ñóùåñòâåííî

óìåíüøèòü, òàê ÷òî îöåíêîé ñëó÷àéíîé îøèáêè ìîæåò ñëóæèòü òîëüêî

âíóòðèãðóïïîâàÿ äèñïåðñèÿ. Â áèîìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèÿõ äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ èñõîäíîé âûáîðêè äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå âèäû îòáîðà ñ îãðàíè÷åíèÿìè:

• Ñèñòåìàòè÷åñêèé èëè ìåõàíè÷åñêèé îòáîð, ïðè êîòîðîì âûáîðî÷íàÿ

ñîâîêóïíîñòü îáðàçóåòñÿ ïóòåì èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê êàæäîãî

i-ãî îáúåêòà èñõîäíîé ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ìåæäó
÷ëåíàìè âûáîðêè, ïîëó÷åííîé ïîäîáíûì îáðàçîì, ìîæåò ñóùåñòâî-

âàòü êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü, âîçíèêàþùàÿ â ñëåäñòâèå ñïåöè�èêè

ïîäîáíîãî ñïîñîáà îòáîðà.

• Ñåðèéíûé îòáîð, ïðè êîòîðîì îöåíêà ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñî-

âîêóïíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê íåêî-

òîðîé ãðóïïû îáúåêòîâ. Ýòî áûâàåò óäîáíî èç ñîîáðàæåíèé ýêîíî-

ìèè, âîñïðîèçâîäñòâà óñëîâèé è ò.ï. Îäíàêî ïðè ñåðèéíîì îòáîðå

âàæíî ïðàâèëüíî îöåíèòü ðàçìåð åäèíèöû îòáîðà, ïîñêîëüêó ïðè

îáúåäèíåíèè â êðóïíûå åäèíèöû òàêæå ñóùåñòâóþò áëàãîïðèÿòíûå

óñëîâèÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé êîððåëÿöèè ìåæäó ýëå-

ìåíòàðíûìè åäèíèöàìè äàííîé ñåðèè.

Íàëè÷èå êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè ïðè òàêèõ ñïîñîáàõ

îòáîðà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñëó÷àéíàÿ îøèáêà ìîæåò áûòü çàíèæåíà

ïî ñðàâíåíèþ ñ îøèáêîé îáû÷íîãî ñëó÷àéíîãî îòáîðà. Òåì íå ìåíåå ïðè-

ìåíåíèå ñèñòåìàòè÷åñêîãî è ñåðèéíîãî îòáîðà, ïðè èõ êîððåêòíîì èñ-

ïîëüçîâàíèè, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûå îöåíêè ãåíå-

ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îïòèìàëüíûì îáðàçîì.

Çàäàíèå îãðàíè÷åíèé íà ðàíäîìèçàöèþ, ïðèâîäÿùåå ê óìåíüøåíèþ

âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé, ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïóòåì ïëàíèðîâàíèÿ

�ïàðíîãî� ýêñïåðèìåíòà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â îáåñïå÷åíèè åäèíîîá-

ðàçèÿ óñëîâèé äëÿ êàæäîé ïàðû ñðàâíèâàåìûõ âàðèàíòîâ ïðè ïðîâå-

äåíèè ýêñïåðèìåíòà. Ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì ðÿä ðàçíîñòåé èçìåðåííûõ

çíà÷åíèé òàêæå ïðàêòè÷åñêè ñâîáîäåí îò ñëó÷àéíûõ îøèáîê, îáóñëîâ-

ëåííûõ íåîäíîðîäíîñòüþ óñëîâèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè

îäíîé ïàðòèè ïðåïàðàòà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñåðèè èçìåðåíèé â �êîíòðîëå�, à

äðóãîé � äëÿ ñåðèè èçìåðåíèé â �îïûòå�, âñåãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå ïðèñóòñòâóåò ñîñòàâëÿþùàÿ îøèáêè çà
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ñ÷åò ñëó÷àéíûõ ðàçëè÷èé â ïàðòèÿõ ïðåïàðàòîâ. Ïàðíûå èçìåðåíèÿ ñó-

ùåñòâåííî ñíèæàþò âåëè÷èíó ýòîé îøèáêè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðîì ìîæíî âûäåëèòü äâå ðàçëè÷íûå ñîñòàâ-

ëÿþùèå íåîäíîðîäíîñòè óñëîâèé, óìåíüøåíèå èõ âëèÿíèÿ ìîæåò îñó-

ùåñòâëÿòüñÿ ìåòîäîì ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè-

÷åíèåì íà ðàíäîìèçàöèþ ÿâëÿåòñÿ ïëàíèðîâàíèå èçìåðåíèé òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû êàæäîå èç íèõ ïðîâîäèëîñü õîòÿ áû îäèí ðàç ïðè âñåâîçìîæ-

íûõ ñî÷åòàíèÿõ ñîñòàâëÿþùèõ íåîäíîðîäíîñòè óñëîâèé. Íàïðèìåð, èñ-

ñëåäîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè ý��åêòèâíîñòè äåéñòâèÿ íåñêîëü-

êèõ ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ A,B, C íà áàçå íåñêîëüêèõ áîëüíèö è êà-

òåãîðèé áîëüíûõ. Ìîæíî âûäåëèòü äâå ñîñòàâëÿþùèå íåîäíîðîäíîñòè:

ïåðâàÿ � ðàçëè÷íûå áîëüíèöû X1, X2, X3, âòîðàÿ � ðàçëè÷íûå êàòåãîðèè

áîëüíûõ Y1, Y2, Y3. Åñëè îäèí ïðåïàðàò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âñåõ êàòåãîðèé

áîëüíûõ â îäíîé áîëüíèöå, à äðóãîé ïðåïàðàò òîëüêî â äðóãîé, òî ðàç-

ëè÷èÿ ìîãóò âîçíèêíóòü çà ñ÷åò áîëüíèö, à íå çà ñ÷åò ý��åêòèâíîñòè

ïðåïàðàòà. È íàáîðîò, åñëè â íåñêîëüêèõ áîëüíèöàõ íàáëþäàåòñÿ òîëüêî

îäíà ÷àñòü êàòåãîðèé áîëüíûõ, à â äðóãèõ � äðóãàÿ, òî ðàçëè÷èÿ ìîãóò

áûòü îáóñëîâëåíû êàòåãðèÿìè áîëüíûõ. Óìåíüøèòü âêëàä äâóõ ñîñòàâ-

ëÿþùèõ íåîäíîðîäíîñòè â ñëó÷àéíóþ îøèáêó ìîæíî ïðè ñëåäóþùåì

ïëàíå èññëåäîâàíèÿ:

X1 X2 X3

Y1 A B C

Y2 B C A

Y3 C A B

Ïðàâèëüíàÿ îöåíêà ñîñòàâëÿþùèõ íåîäíîðîäíîñòè (èõ ÷èñëî, ñòåïåíü

âëèÿíèÿ) ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ â èññëåäîâàíèè

ðåçóëüòàòîâ.

Ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî ìíîãî�àêòîðíîãî ïëàíèðîâà-

íèÿ

�åçóëüòàòû èçìåðåíèé â ëþáîì áèîìåäèöèíñêîì ýêñïåðèìåíòå, êàê

ïðàâèëî, îáëàäàþò íåêîòîðûì ðàññåÿíèåì, ìåðîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äèñ-

ïåðñèÿ îòêëèêà ñèñòåìû. Äëÿ åå ìèíèìèçàöèè òðåáóåòñÿ ðàíäîìèçàöèÿ

îïûòîâ, ò.å. ñëó÷àéíûé âûáîð êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîâåäåíèÿ èçìå-

ðåíèé, òàê è òî÷åê, â êîòîðûõ ýòè èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ. Â ðåçóëüòàòå
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÷åãî âñå íåêîíòðîëèðóåìûå âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò èññëåäîâàíèÿ áóäóò

ó÷òåíû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé.

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè îòêëèêà ìîæåò áûòü

ñóùåñòâåííî ïîâûøåíà òàêæå è çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîé ñõåìû

ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðèìåð ñî âçâåøèâà-

íèåì òðåõ ïðåäìåòîâ A,B, C íà àíàëèòè÷åñêèõ âåñàõ. ×òîáû îïðåäåëèòü

èõ âåñà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ÷åòûðå îïûòà: 1-é îïûò � îïðåäåëèòü íóëü

âåñîâ, ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì ÷åðåç y0, 2-é îïûò � âçâåøèâàíèå ïðåäìåòà

A, ðåçóëüòàòîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåëè÷èíà yA è ò.ä. Ìàòðèöà ïëàíà òàêîãî

ýêñïåðèìåíòà èìååò âèä.

� îïûòà A B C Y

1 −1 −1 −1 y0
2 +1 −1 −1 yA
3 −1 +1 −1 yB
4 −1 −1 +1 yC

Çäåñü+1 â ÿ÷åéêå ìàòðèöû ïëàíà îáîçíà÷àåò âçâåøèâàíèå ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ïðåäìåòà â i-ì îïûòå. Ïóñòü òî÷íîñòü êàæäîãî âçâåøèâàíèÿ îäèíà-

êîâà è ðàâíà σ2(y). Âåñ ïðåäìåòà A âû÷èñëÿåòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî

è âòîðîãî èçìåðåíèÿ mA = yA−y0, à òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà ïðè ýòîì áóäåò

ðàâíà:

σ2(mA) = σ2(yA − y0) = σ2(yA) + σ2(y0) = 2σ2(y).

�àññìîòðèì äðóãîé ïëàí ýòîãî ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì òàêæå ïðîâîäÿò-

ñÿ ÷åòûðå îïûòà.

� îïûòà A B C Y

1 +1 +1 +1 y0
2 +1 −1 −1 yA
3 +1 +1 −1 yB
4 +1 −1 +1 yC

Â ïåðâîì îïûòå îïðåäåëÿåòñÿ íå íóëü âåñîâ, à ïðîèçâîäèòñÿ âçâåøèâàíèå

âñåõ òðåõ ïðåäìåòîâ îäíîâðåìåííî. Òåïåðü âåñ ïðåäìåòà A îïðåäåëèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mA =
y0 + yA − yB − yC

2
,
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à òî÷íîñòü îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà

σ2(mA) = σ2(
y0 + yA − yB − yC

2
) =

=
1

4
[σ2(y0) + σ2(yA) + σ2(yB) + σ2(yC)] = σ2(y).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåñ îñòàâøèõñÿ ïðåäìåòîâ. Âèäíî, ÷òî â ðå-

çóëüòàòå òàêîãî ïëàíèðîâàíèÿ, ïðè îäíîì è òîì æå ÷èñëå îïûòîâ, òî÷-

íîñòü îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà îêàçàëàñü â äâà ðàçà âûøå. Óìåíüøèòü

äèñïåðñèþ óäàëîñü çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ìíîãî�àêòîðíîé ñõåìû ïðîâåäå-

íèÿ ýêñïåðèìåíòà, ïðè êîòîðîé âåñ ïðåäìåòà A îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòà-

òîì âñåõ ÷åòûðåõ âçâåøèâàíèé è â åãî îïðåäåëåíèè çàäåéñòâîâàíû âåñà

âñåõ ïðåäìåòîâ (�àêòîðîâ). Â òî âðåìÿ êàê ïåðâûé ïëàí ýêñïåðèìåíòà

ïîñòðîåí ïî îäíî�àêòîðíîé ñõåìå.

Òàêîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïëàíîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îöåíêå

âëèÿíèÿ �àêòîðîâ íà âûõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ

è ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôàêòîðíûì ýêñïåðèìåíòîì íàçûâàåòñÿ ýêñïåðè-

ìåíò ïî îöåíêå âëèÿíèÿ íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ èç èõ âçàèìîäåéñòâèé

íà �óíêöèþ îòêëèêà ñèñòåìû

Ïóñòü èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå òðåõ �àêòîðîâ x1, x2, x3 íà �óíêöèþ îòêëè-

êà y. Â ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîñòè âçàèìîäåéñòâèé, óðàâíåíèå ëèíåéíîé

ðåãðåññèè áóäåò èìåòü âèä:

y = β0x0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 =

3∑

i=0

βixi. (277)

Â íåì �îðìàëüíî ââåäåí �àêòîð x0 ≡ 1, ÷òî íèêàêèì îáðàçîì íå ñêà-

æåòñÿ íà ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòàõ, íî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå

ðåãðåññèè âñå ðåçóëüòàòû â áîëåå ñèììåòðè÷íîì è îáîáùåííîì âèäå. Çà-

äà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè êîý��èöèåíòîâ βi. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü êàæäûé èç êîý��èöèåíòîâ ïðè �àêòîðàõ xi â

óðàâíåíèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ �óíêöèè

îòêëèêà ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êàæäîãî óðîâíÿ �àêòîðà. Ìàò-

ðèöà ïëàíà ýêñïåðèìåíòà àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ ñî âçâåøèâàíèåì. Êëàññè-

÷åñêàÿ ñõåìà îäíî�àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà áóäåò çàäàâàòüñÿ ñëåäóþùåé

ìàòðèöåé ïëàíà:
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� îïûòà x0 x1 x2 x3 y

1 +1 −1 −1 −1 y1
2 +1 +1 −1 −1 y2
3 +1 −1 +1 −1 y3
4 +1 −1 −1 +1 y4

×èñëàìè +1 è −1 â ìàòðèöå ïëàíà áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèÿ (íèæíåå è

âåðõíåå) ñîîòâåòñòâóþùåãî âõîäíîãî �àêòîðà â i-ì îïûòå. Çíà÷åíèÿ +1

â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû ïëàíà ïîêàçûâàþò, ÷òî �àêòîð x0 íå èçìå-

íÿþòñÿ â õîäå ýêñïåðèìåíòà. Cîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîãî�àêòîðíàÿ ñõåìà

ïëàíèðîâàíèÿ áóäåò ñëåäóþùàÿ:

� îïûòà x0 x1 x2 x3 y

1 +1 +1 −1 −1 y1
2 +1 −1 +1 −1 y2
3 +1 −1 −1 +1 y3
4 +1 +1 +1 +1 y4

Êîý��èöèåíòû βi ìîæíî îïðåäåëèòü èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (â ñëó÷àå ìíîãî�àêòîðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ):





β0 + β1 − β2 − β3 = y1
β0 − β1 + β2 − β3 = y2
β0 − β1 − β2 + β3 = y3
β0 + β1 + β2 + β3 = y4

. (278)

Â öåëîì, ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ n íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ íà �óíêöèþ

îòêëèêà ñèñòåìû, ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå ÷èñëî îïûòîâ N = n + 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî îäíà è òà æå çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ðàç-

ëè÷íûõ ïëàíîâ ìíîãî�àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà. À ïðè ðàçëè÷íûõ ïëà-

íàõ, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

áóäåò ðàçëè÷íîé.

Ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå ñõåìû ïëàíèðîâàíèÿ, íàçûâàåìûå îïòèìàëü-

íûìè ïëàíàìè �àêòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Îïòèìàëüíûì ïëàíîì ìíîãî�àêòîðíîãî ýêñïåðèìåí-

òà íàçûâàåòñÿ òàêîé ïëàí, ñòîëáöû ìàòðèöû ïëàíà êîòîðîãî óäîâëå-
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òâîðÿþò óñëîâèÿì:

N∑
u=1

xu,i = 0 - ñèììåòðè÷íîñòè;

N∑
u=1

x2
u,i = 0 - íîðìèðîâêè;

N∑
u=1

xu,ixu,j = 0 - îðòîãîíàëüíîñòè;

(279)

ãäå i, j � íîìåð ñòîëáöà, u � íîìåð ñòðîêè ìàòðèöû ïëàíà.

Â ñëó÷àå îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ ðå-

ãðåññèè âû÷èñëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòî:

βi =
1

N

N∑

u=1

xu,iyu, (280)

à äèñïåðñèÿ êîý��èöèåíòîâ σ2(βi) (òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåí-
òîâ �àêòîðíîé ìîäåëè) ñâÿçàíà ñ äèñïåðñèåé �óíêöèè îòêëèêà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

σ2(βi) =
σ2(y)

N
. (281)

Âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðåãðåññèè â ñëó÷àå

ìíîãî�àêòîðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñ-

ëà îäíîâðåìåííî èññëåäóåìûõ �àêòîðîâ, â îòëè÷èå îò ñõåìû êëàññè÷å-

ñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì òî÷íîñòü îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè ëþ-

áîì ÷èñëå �àêòîðîâ:

σ2(βi) =
σ2(y)

2
. (282)

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êðèòåðèè êà÷åñòâà ïëàíèðîâàíèÿ ìíîãî�àêòîð-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñíîâàííûå íà îöåíêå äèñïåðñèè ïîëó÷àåìûõ ðå-

çóëüòàòîâ.

• D-îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå. Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ïëàíèðî-

âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìèíèìóìà îáùåé äèñïåðñèè êîý��èöè-

åíòîâ: −→
D = {σ2(β0), σ

2(β1), . . . , σ
2(βn)} → min . (283)

Ïðè ïîìîùè ýòîãî êðèòåðèÿ îöåíèâàþòñÿ êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ

ðåãðåññèè â öåëîì, áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ êàæäîãî �àêòîðà â îòäåëü-

íîñòè. Âåëè÷èíà D-êðèòåðèÿ ñîîòíîñèòüñÿ ñ ïëîùàäüþ ýëëèïñîèäà
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�èñ. 50. Ýëëèïñîèä îøèáîê â ñëó÷àå äâóõ�àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà

îøèáîê (ðèñ. 50) è ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå

∏
i

σ2(βi). Ïîýòîìó

ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî èíäèâèäóàëüíàÿ òî÷íîñòü êîý��èöèåíòîâ ìî-

æåò áûòü ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîé. Íàïðèìåð, åñëè σ2(β1) → 0, òî

ìèíèìóì D-êðèòåðèÿ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ σ2(β2) è íàîáîðîò.

• A-îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå. Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ïëàíèðî-

âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìèíèìàëüíîñòè ñðåäíåé äèñïåðñèè îöå-

íîê êîý��èöèåíòîâ (ìèíèìàëüíîñòè äëèí äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëü-

íèêà, îïèñàííîãî âîêðóã ýëëèïñîèäà îøèáîê). Òàêîå òðåáîâàíèå ñî-

îòâåòñòâóåò áîëåå ðàâíîìåðíîìó ñîîòíîøåíèþ äèñïåðñèé îöåíîê ïà-

ðàìåòðîâ.

• E-îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè � òðåáîâà-

íèå ìèíèìóìà ìàêñèìàëüíîé îñè ýëëèïñîèäà îøèáîê.

Îïòèìàëüíûå ïëàíû óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñèììåòðè÷íîñòè, îð-

òîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè (279), ÿâëÿþòñÿ D,A,E-îïòèìàëüíûìè. Â
îáùåì ñëó÷àå, ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà ìíîãî�àêòîðíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé, è äëÿ êàæäîãî êîíêðåò-

íîãî íàáîðà ñóùåñòâåííûõ �àêòîðîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèé òðåáóåòñÿ ñâîé

àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ïëàíà, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì îï-

òèìàëüíîñòè.

Îïòèìàëüíûå ïëàíû �àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Îñíîâíàÿ èäåÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñîâìåñò-

íîì àíàëèçå �àêòîðîâ âîçäåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó. Òàêîé ïîäõîä, íàðÿ-
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äó ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà îïûòîâ, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó âûèãðûøó

â òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Â çàâèñèìîñòè îò ïðåäïî-

ëîæåíèé îòíîñèòåëüíî âçàèìîäåéñòâèÿ �àêòîðîâ è õàðàêòåðà ðåàêöèè

îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ íà íèõ, ïëàíû �àêòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäðàç-

äåëÿþòñÿ íà ïëàíû ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïëàíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëíûì �àêòîðíûì ýêñïåðèìåíòîì ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà íàçûâàåòñÿ ýêñïåðèìåíò ïî îöåíêå ëèíåéíûõ ý��åêòîâ äåéñòâèÿ

k íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ, à òàêæå ïî îöåíêå âñåõ èõ ëèíåéíûõ âçàè-

ìîäåéñòâèé (ïåðâîãî ïîðÿäêà) íà �óíêöèþ îòêëèêà ñèñòåìû, ìàòðèöà

ïëàíà êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâà-

íèÿ (279).

Ñ ó÷åòîì �îðìàëüíîãî �àêòîðà x0, �óíêöèÿ îòêëèêà ñèñòåìû äëÿ

ïîëíîãî �àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

y =

k∑

i=0

βixi +

k∑

j,j=1

βijxixj +

k∑

j,j,...,l=1

βij...lxixj . . . xl. (284)

Âçàèìîäåéñòâèå �àêòîðîâ xi è xj íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, åñëè ý��åêò

äåéñòâèÿ �àêòîðà xi íà �óíêöèþ îòêëèêà y çàâèñèò îò óðîâíÿ, íà êî-

òîðîì íàõîäèòñÿ �àêòîð xj, è íàîáîðîò. Ïîä âçàèìîäåéñòâèÿìè ïåðâîãî

ïîðÿäêà �àêòîðîâ ïîíèìàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ �àêòîðîâ,

ïðè÷åì, êàæäûé �àêòîð âõîäèò â êàæäîå ïðîèçâåäåíèå â ïåðâîé ñòåïå-

íè. Òàêèå ïëàíû îáîçíà÷àþòñÿ êàê ïëàíû òèïà ÏÔÝ 2k, ãäå k îïðåäåëÿåò
êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ (áåç ó÷åòà �îðìàëüíî-

ãî �àêòîðà x0), êàæäûé èç êîòîðûõ âàðüèðóåòñÿ íà äâóõ óðîâíÿõ â õîäå

ýêñïåðèìåíòà. Îáùåå ÷èñëî êîý��èöåíòîâ βi ïîëíîé �àêòîðíîé ìîäå-

ëè ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíÿåòñÿ 2k. Òàêèì æå áóäåò è ìèíèìàëüíîå ÷èñëî

îïûòîâ, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ.

�àññìîòðèì àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòðèöó îïòè-

ìàëüíîãî ïëàíà ÏÔÝ 2k ñ ëþáûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ. Ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè èìååòñÿ òðè íåçàâèñèìûõ �àêòîðà x1, x2, x3. Âñå-

ãî áóäåò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå â

�àêòîðíîé ìîäåëè áóäóò ïðåäñòàâëåíû ïðîèçâåäåíèÿìè x1x2, x1x3, x2x3,

x1x2x3. Òàêèì îáðàçîì, �àêòîðíàÿ ìîäåëü ÏÔÝ 23 çàïèøåòñÿ â âèäå:

y = β0x0+β1x1+β2x2+β3x3+β4x1x2+β5x1x3+β6x2x3+β7x1x2x3. (285)

Âíà÷àëå çàïîëíÿþòñÿ ñòîëáöû ìàòðèöû ïëàíà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåçà-

âèñèìûì �àêòîðàì. Ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû ïëàíà, ñîîòâåòñòâóþùèé
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�îðìàëüíîìó �àêòîðó x0 âñåãäà çàïîëíÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè +1. Ñòîëáåö,

ñîîòâåòñòâóþùèé x1, çàïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿìè −1 è +1
äëÿ âñåõ ñòðîê ìàòðèöû ïëàíà. Ñòîëáåö x2 çàïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿìè çíà÷åíèé−1, à çàòåì çíà÷åíèÿìè+1 äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ çíà÷åíèé
ïåðâîãî �àêòîðà. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç íåçàâèñèìûõ

�àêòîðîâ òàê, ÷òî ñòîëáåö x3 çàïîëíÿåòñÿ ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

÷åòûðåõ −1, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷åòûðåõ +1. Ýëåìåíòû ñòîëá-

öîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèÿì �àêòîðîâ, ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïå-

ðåìíîæåíèÿ çíà÷åíèé ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåçàâèñèìûì �àêòî-

ðàì. Â ïîñëåäíèé ñòîëáåö çàíîñÿòñÿ èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè îò-

êëèêà â ñîîòâåòñòâóþùåì îïûòå.

� îïûòà x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x1x2x3 y

1 +1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 y1
2 +1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1 y2
3 +1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 +1 y3
4 +1 +1 +1 −1 +1 −1 −1 −1 y4
5 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 y5
6 +1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 −1 y6
7 +1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 −1 y7
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 y8

Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ ìàòðèöà ïëàíà ÏÔÝ

ñòðîèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè

è èõ òî÷íîñòü îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (280) è (281).

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ïîëíîãî �àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðè ïðî-

ñòîòå åãî ðåàëèçàöèè, ÿâëÿåòñÿ ðåçêîå âîçðàñòàíèå êîëè÷åñòâà îïûòîâ

ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 10,
÷èñëî �àêòîðîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèé (è ñîîòâåòñòâåííî îïûòîâ) âîçðàñ-

òàåò äî 210 = 1024. Ïðè÷åì, ñþäà âõîäèò è ñëàãàåìîå âèäà x1x2 . . . x10,

ó÷èòûâàþùåå ý��åêò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé âñåõ äåñÿòè �àêòî-

ðîâ, ÷òî âðÿä ëè îïðàâäàíî è, êàê ïðàâèëî, òðóäíî ïðåäìåòíî èíòåð-

ïðåòèðóåìî. Ïîýòîìó íà ïåðâûõ ýòàïàõ èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ

ëèíåéíûìè è ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, êîòîðûå îáû÷íî è äàþò îñ-

íîâíîé âêëàä â �óíêöèþ îòêëèêà. Ïðè ýòîì ïëàí ÏÔÝ ñòàíîâèòñÿ èç-

áûòî÷íûì: êîëè÷åñòâî êîý��èöèåíòîâ �àêòîðíîé ìîäåëè ñòàíîâèòñÿ ñó-

ùåñòâåííî ìåíüøå êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ

ÏÔÝ.

Áîëåå ýêîíîìíûé ïëàí, îáëàäàþùèé îïòèìàëüíûìè ñâîéñòâàìè, ìîæ-
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íî ïîñòðîèòü, îïèðàÿñü íà àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõ îáúåêòà

èññëåäîâàíèÿ. Ýòà èí�îðìàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê ïåðåìåííûõ

� íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ è òåõ èõ âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿ-

þò èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî, óðàâíåíèå

ðåãðåññèè ìíîãî�àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà áóäåò èìåòü âèä, çàäàâàåìûé

òîëüêî ñïèñêîì ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, à êà÷åñòâî ïîëó÷àåìîé ìî-

äåëè áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, íàñêîëüêî âåðíî ó÷òåíû âñå ñóùåñòâåííûå

âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ïðîâåäåíèè ÏÔÝ ýòà ïðîáëåìà íå âîçíèêàåò, ïî-

ñêîëüêó ó÷òåíû âñå âîçìîæíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, à òåì èç íèõ êîòîðûå

íå âëèÿþò èëè ìàëî âëèÿþò íà �óíêöèþ îòêëèêà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü

ìàëûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ βi �àêòîðíîé ìîäåëè.
Äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñïèñîê

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è èõ âçàèìîäåéñòâèé ìîæåò áûòü óìåíüøåí çà

ñ÷åò àïðèîðíîé èí�îðìàöèè, èñïîëüçóþòñÿ ïëàíû, íàçûâàåìûå ïëàíà-

ìè äðîáíîãî �àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ìàòðèöû ïëàíà êîòîðûõ

ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ìàòðèö ïëàíà ÏÔÝ è îáîçíà÷àþòñÿ ÄÔÝ 2k−p
, ãäå k

� ÷èñëî íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ, p � ñòåïåíü äðîáíîñòè ïëàíà.

Ïëàíû ÄÔÝ ïðè p = 1, 2, 3 è ò.ä. íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 1/2,

1/4, 1/8 � ðåïëèêàìè ïëàíà ÏÔÝ 2k. Â öåëîì, ìàòðèöà ïëàíà ÄÔÝ ÿâ-

ëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ÷àñòüþ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëàíà

ÏÔÝ, à âûáîð ñòðîê èç èñõîäíîé ìàòðèöû ïðîèçâîäèòñÿ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû ñòîëáöû ïîëó÷åííîé ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿëè òðåáîâàíèÿì ñèì-

ìåòðè÷íîñòè, îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè. Ñòåïåíü äðîáíîñòè ïëàíà

îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

N = 2k−p > d+ 1, (286)

ãäå d � êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ �àêòîðîâ, ò.å êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ

�àêòîðîâ è ó÷èòûâàåìûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Ê ñîæàëåíèþ íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïëà-

íîâ ÄÔÝ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì îïòèìàëüíîñòè. Ïîýòîìó íà

ïðàêòèêå, êàæäûé ðàç òðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü ñòîëáöû ïîñòðîåííîé ìàòðè-

öû íà âûïîëíåíèå óñëîâèé ñèììåòðè÷íîñòè, íîðìèðîâêè è îðòîãîíàëü-

íîñòè. �àññìîòðèì íà ïðèìåðå îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû

ïëàíà ÄÔÝ 2k−p
.

1. Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ �àêòîðîâ. Ïóñòü ýòî áóäóò ñëå-

äóþùèå �àêòîðû è âçàèìîäåéñòâèÿ: x1, x2, x3, x4, x1x2, x2x3, x2x4.
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Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ðåãðåññèè áóäåò èìåòü âèä:

y = β0x0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4 + β5x1x2 + β6x2x3 + β7x2x4.

2. Îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíü äðîáíîñòè ïëàíà. Â íàøåì ïðèìåðå k = 4,
d = 7. Ïîýòîìó, óñëîâèþ 24−p > 7 + 1 óäîâëåòâîðÿåò p = 1. Ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ 1/2-ðåïëèêîé

ïëàíà ÏÔÝ 24, ò.å. ïëàíîì ÄÔÝ 24−1
.

3. Èç îáùåãî ÷èñëà k íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ âûáèðàþò m = k − p =
4 − 1 âåäóùèõ �àêòîðîâ (ïóñòü ýòî áóäóò �àêòîðû x1, x2, x3), äëÿ

êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ìàòðèöà ïëàíà ÏÔÝ 23. Äëÿ p îñòàâøèõñÿ íåçàâè-
ñèìûõ �àêòîðîâ â êà÷åñòâå ïðîãðàììû èõ èçìåíåíèÿ â õîäå ýêñïå-

ðèìåíòà çàäàþòñÿ ãåíåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ � ïðîèçâåäåíèÿ

êàêèõ-ëèáî êîìáèíàöèé âåäóùèõ �àêòîðîâ. Âñåãî áóäåò p ãåíåðàöè-
îííûõ ñîîòíîøåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå äëÿ íåçàâèñèìîãî �àêòîðà

x4 ìîæíî ïðåäëîæèòü äâà âàðèàíòà ãåíåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé:

x4 = x1x3 èëè x4 = x1x2x3.

Äëÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ ñóùåñòâåííûõ âçàèìîäåéñòâèé �àêòîðîâ ïðî-

ãðàììà èçìåíåíèÿ çàäàåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì: êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âûáðàíî ãåíåðàöèîííîå ñîîòíîøåíèå x4 =
x1x3. Òîãäà ìàòðèöà ïëàíà ÄÔÝ áóäåò èìåòü âèä.

� îïûòà x0 x1 x2 x3 x4 = x1x3 x1x2 x2x3 x2x4 y

1 +1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 y1
2 +1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1 y2
3 +1 −1 +1 −1 +1 +1 −1 +1 y3
4 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 −1 y4
5 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 y5
6 +1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 −1 y6
7 +1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 −1 y7
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 y8

Âûáîð ãåíåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí, îäíàêî,

íåëüçÿ â êà÷åñòâå èõ èñïîëüçîâàòü òå ïðîèçâåäåíèÿ âåäóùèõ �àêòî-

ðîâ, êîòîðûå èìåþòñÿ â ñïèñêå ñóùåñòâåííûõ. Òàê êàê â ýòîì ñëó-

÷àå â ìàòðèöå ïëàíà áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íûå
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ñòîëáöû è, ñëåäîâàòåëüíî, èäåíòè÷íàÿ ïðîãðàììà èçìåíåíèÿ â õî-

äå ýêñïåðèìåíòà. Ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî áóäåò íåâîçìîæíî ðàçäåëüíî

îöåíèòü âëèÿíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ �àêòîðîâ è âçàèìîäåéñòâèé.

4. Ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà ïîëó÷åííîé ðåïëèêè ïëàíà íà îïòèìàëüíîñòü.

Åñëè óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ñòîëáöîâ ìàò-

ðèöû ïëàíà, òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðè-

ìåíòà. Åñëè æå íåò, òî íåîáõîäèìî âûáðàòü äðóãîå ãåíåðàöèîííîå

ñîîòíîøåíèå è ïîâòîðèòü âñþ ïðîöåäóðó ñíîâà. Â ñëó÷àå, êîãäà íè

îäíî èç ãåíåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé íå áóäåò äàâàòü æåëàåìîãî ðå-

çóëüòàòà, ñëåäóåò óìåíüøèòü ñòåïåíü äðîáíîñòè ïëàíà.

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïëàíà ÄÔÝ ñâÿçàííàÿ ñ ïðîâåðêîé óñëîâèé

îïòèìàëüíîñòè, äîâîëüíî òðóäîåìêàÿ, ïîýòîìó õîòåëîñü áû óïðîñòèòü

ïðîöåäóðó ïðîâåðêè ïðèãîäíîñòè ðåïëèê ïëàíà. Ôîðìàëüíûé àëãîðèòì,

ïîçâîëÿþùèé ýòî ñäåëàòü, íîñèò íàçâàíèåìåòîä îïðåäåëÿþùèõ êîí-

òðàñòîâ. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Çàäàíèå îïðåäåëÿþùèõ êîíòðàñòîâ. Îïðåäåëÿþùèé êîíòðàñò (ÎÊ)

ïîëó÷àåòñÿ èç ãåíåðàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ è èìååò âèä: 1= ïðîèç-

âåäåíèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ãåíåðàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Êîëè-

÷åñòâî ÎÊ ðàâíî ÷èñëó ãåíåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

2. Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî îïðåäåëÿþùåãî êîíòðàñòà (ÎÎÊ). ÎÎÊ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå âñåâîçìîæíûå ðåçóëü-

òàòû ïî÷ëåííîãî ïåðåìíîæåíèÿ ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòåé èñõîäíûõ

ÎÊ ñ ó÷åòîì ïðàâèëà:

x2k
i = 1, x2k+1

i = xi. (287)

ÎÎÊ ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ î ñèñòåìå ñìåøèâàíèÿ ïåðåìåííûõ,

âõîäÿùèõ â �àêòîðíóþ ìîäåëü. Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, êàêèå

âçàèìîäåéñòâèÿ �àêòîðîâ ïðè âûáðàííîì âèäå ãåíåðàöèîííûõ ñî-

îòíîøåíèé èçìåíÿþòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì, ò.å. èì ñîîòâåòñòâóþò

îäèíàêîâûå ñòîëáöû ìàòðèöû ïëàíà.

3. Âûÿâëåíèå ñèñòåìû ñìåøèâàíèÿ. ÎÎÊ ïîî÷åðåäíî óìíîæàåòñÿ íà

êàæäóþ ïåðåìåííóþ èç ñïèñêà ñóùåñòâåííûõ ñ ó÷åòîì ïðàâèëà (287).

Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ d + 1 ñîîòíîøåíèå, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò

ïðîèçâåäåíèÿ �àêòîðîâ è èõ ðàçëè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé. Äåéñòâèÿ

ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâî ñìåøàíû ìåæäó
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ñîáîé, ò.å èçìåíÿþòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì â ïëàíå ýêñïåðèìåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, íå ñîäåðæèò ëè êàêîå-ëèáî ðà-

âåíñòâî õîòÿ áû äâóõ ïåðåìåííûõ èç ñïèñêà ñóùåñòâåííûõ. Åñëè

ñîäåðæèò, òî äàííûé ïëàí íåïðèãîäåí è äîëæåí áûòü èçìåíåí ëèáî

çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ãåíåðàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé, ëèáî çà ñ÷åò èçìå-

íåíèÿ äðîáíîñòè ïëàíà.

�àññìîòðèì ïðèìåð íà ïðîâåðêó ïðèãîäíîñòè ïëàíà ìåòîäîì ÎÊ. Ïóñòü

ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñîäåðæèò ñëåäóþùèå �àêòîðû è èõ

âçàèìîäåéñòâèÿ: x1, x2, x3, x4, x5, x1x2, x4x5. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

äëÿ �àêòîðíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

y = β0x0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4 + β5x5 + β6x1x2 + β7x4x5

ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ïëàí ÄÔÝ 25−2
. Âûáåðåì

â êà÷åñòâå âåäóùèõ �àêòîðû x1, x2, x3. Äëÿ îñòàâøèõñÿ íåçàâèñèìûõ

�àêòîðîâ çàäàäèì ñëåäóþùèå ãåíåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ: x4 = x2x3,

x5 = x1x3. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ÎÊ áóäóò èìåòü âèä:

1 = x2x3x4, 1 = x1x3x5.

Îáîáùåííûé îïðåäåëÿþùèé êîíòðàñò:

1 = x2x3x4 = x1x3x5 = x1x2x
2
3x4x5

èëè ñ ó÷åòîì ïðàâèëà (287)

1 = x2x3x4 = x1x3x5 = x1x2x4x5.

Âûÿñíèì ñèñòåìó ñìåøèâàíèÿ äëÿ ñóùåñòâåííûõ �àêòîðîâ è âçàèìîäåé-

ñòâèé:

x1 = x1x2x3x4 = x3x5 = x2x4x5,

x2 = x3x4 = x1x2x3x5 = x1x4x5,

x3 = x2x4 = x1x5 = x1x2x3x4x5,

x4 = x2x3 = x1x3x4x5 = x2x5,

x5 = x2x3x4x5 = x1x3 = x1x2x4,

x1x2 = x1x3x4 = x2x3x5 = x4x5,

x4x5 = x2x3x5 = x1x3x4 = x1x2.
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Âèäíî, ÷òî ïëàí, ïîñòðîåííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííûõ ãåíåðà-

öèîííûõ ñîîòíîøåíèé, èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, ò.ê. â ïîñëåäíèõ äâóõ ñî-

îòíîøåíèÿõ äëÿ âûÿñíåíèÿ ñèñòåìû ñìåøèâàíèÿ ïðèñóòñòâóþò ïî äâà

ñóùåñòâåííûõ âçàèìîäåéñòâèÿ �àêòîðîâ x1x2 è x4x5. Â ïëàíå ýêñïåðè-

ìåíòà îíè áóäóò èçìåíÿòüñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì, ïîýòîìó íåëüçÿ áóäåò

ðàçäåëèòü îáóñëîâëåííûå èìè ý��åêòû. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èçìåíèòü

ãåíåðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ.

Îïèøåì àëãîðèòì äåéñòâèé ïî ðåàëèçàöèè ïëàíà �àêòîðíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

1. Âûáðàòü öåíòð ïëàíà è øàã âàðüèðîâàíèÿ êàæäîãî èç �àêòîðîâ.

Ïîä öåíòðîì ïëàíà ïîíèìàåòñÿ áàçîâûé óðîâåíü, îò êîòîðîãî ïðî-

èçâîäèòñÿ îòñ÷åò çíà÷åíèé �àêòîðà. Êàê ïðàâèëî, ýòî íîðìàëüíûå

çíà÷åíèÿ âõîäíûõ �àêòîðîâ (ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ −1 â ìàòðèöå

ïëàíà). Øàã âàðüèðîâàíèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñëó÷àéíûõ ïîìåõ

è ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè �óíêöèè îòêëèêà: ÷åì âûøå óðîâåíü ïîìåõ,

òåì áîëüøå äîëæåí áûòü øàã âàðüèðîâàíèÿ; ÷åì áîëüøå íåëèíåé-

íîñòü �óíêöèè îòêëèêà, òåì îí ìåíüøå. Âåëè÷èíà �àêòîðà=öåíòð

ïëàíà+øàã âàðüèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ +1 â ìàòðèöå ïëà-
íà.

2. Çàäàòü ÷èñëî ñåðèé èçìåðåíèé m, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëàíó ýêñïåðè-

ìåíòà, (âíóòðè êàæäîé ñåðèè ïîðÿäîê îïûòîâ çàäàåòñÿ ñëó÷àéíûì

îáðàçîì). Ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ �óíêöèè îòêëèêà è îöåíèòü äèñïåð-

ñèþ �óíêöèè îòêëèêà â êàæäîé ñåðèè èçìåðåíèé.

� îïûòà 1 2 3 . . . m

1 y1,1 y2,1 y3,1 . . . ym,1

2 y1,2 y2,2 y3,2 . . . ym,2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
N y1,N y2,N y3,N . . . ym,N

S2
N S2

1 S2
2 S2

3 . . . S2
m

3. Ïðîâåñòè ïðîâåðêó óñëîâèé âîñïðîèçâîäèìîñòè ýêñïåðèìåíòà. Îíà

çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé

â ðàçëè÷íûõ ñåðèÿõ îïûòîâ (íàïðèìåð, ïî êðèòåðèþ Êî÷ðåíà). Åñëè

ãèïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé ïðèíèìàåòñÿ, òî îïðåäåëÿþò
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óñðåäíåííóþ äèñïåðñèþ ïî âñåì ñåðèÿì îïûòîâ:

S2
cp =

1

m

m∑

i=1

S2
i . (288)

Â ñëó÷àå îòâåðæåíèè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé íåîáõîäè-

ìî âûÿñíèòü ïðè÷èíó íåñòàáèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Åñëè

îíà ñâÿçàíà ñ îøèáêàìè â ïîñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòà, ãðóáûìè ïðî-

ìàõàìè è ò.ï., ýêñïåðèìåíò ñëåäóåò ïîâòîðèòü. Åñëè æå ïðè÷èíà

íåñòàáèëüíîñòè ñâÿçàíà ñ âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè îáúåêòà èññëå-

äîâàíèÿ, òî íóæíî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòü ñõåìó ïëà-

íèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà.

4. Îöåíèòü çíà÷èìîñòü êîý��èöèåíòîâ �àêòîðîíîé ðåãðåññèîííîé ìî-

äåëè. Ïî �îðìóëàì (280), (281) îïðåäåëÿþò êîý��èöèåíòû βi è èõ

äèñïåðñèþ S2
β. Íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α ðàññ÷èòûâàþò âåëè÷èíó:

∆β = ±tα,N(m−1)S
2
β, (289)

ãäå tα,N(m−1) � êîý��èöèåíò Ñòüþäåíòà äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α è

÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíîãî N(m− 1).

Åñëè |∆β| < |βi|, òî êîý��èöèåíò βi çíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ,

ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé �àêòîð âëèÿåò íà �óíêöèþ îòêëèêà ñèñòå-

ìû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëàãàåìûìè â óðàâíå-

íèè �àêòîðíîé ìîäåëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

5. Ïðîâåñòè èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ äàííûõ â òåðìèíîëîãèè ïðåä-

ìåòíîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïî çíàêó ñîîòâåòñòâóþùåãî êîý��è-

öèåíòà ðåãðåññèè îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåð ñâÿçè �àêòîðà è �óíêöèè

îòêëèêà (ïîëîæèòåëüíàÿ èëè îòðèöàòåëüíàÿ), à ïî åãî âåëè÷èíå îöå-

íèâàåòñÿ ñèëà ñâÿçè.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèìåíåíèå ïëàíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà íå ïîçâîëÿ-

åò ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ �àêòîðíóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü èçó÷àåìîé

ñèñòåìû èëè çàâåäîìî èçâåñòíî, ÷òî îáúåêò èññëåäîâàíèÿ îáëàäàåò ñó-

ùåñòâåííî íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, èñïîëüçóþò ïëàíû �àêòîðíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ïëàíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè ïî ñòðóêòóðå, èìåþò

áîëüøåå ÷èñëî òî÷åê â ñïåêòðå ïëàíà è óðîâíåé âàðüèðîâàíèÿ êàæäîãî

�àêòîðà. Íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè
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òðåáóåòñÿ âàðüèðîâàíèå êàæäîãî èç �àêòîðîâ ïî êðàéíåé ìåðå íà òðåõ

óðîâíÿõ.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïëàíîâ âûñøèõ ïîðÿä-

êîâ, îïòèìàëüíûõ äëÿ òåõ èëè èíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ.

Óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè è îïèñàíèå ìàòðèö ïëàíîâ, �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà

îöåíîê êîý��èöèåíòîâ íåëèíåéíîé �àêòîðíîé ìîäåëè ïðèâîäÿòñÿ â ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ñïðàâî÷íûõ ðóêîâîäñòâàõ ïî ïëàíèðîâàíèþ �àêòîðíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïëàíèðîâàíèå îòñåèâàþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ

�àññìàòðèâàåìûå ðàíåå ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ îñíîâûâàëèñü íà òîì,

÷òî â ïðîãðàììó èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷åíû âñå íåçàâèñèìûå �àêòîðû è èõ

âçàèìîäåéñòâèÿ, îòâåòñòâåííûå çà ïðîòåêàíèå èçó÷àåìîãî ïðîöåññà, ò.å.

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà êàêàÿ ëèáî âåñüìà ñóùå-

ñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ íå âêëþ÷åíà â ðàññìîòðåíèå. Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè

ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ ïðîöåññîâ âñåãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü, ÷òî òà-

êîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Ïîýòîìó, íà ýòàïå ïëàíèðîâàíèÿ, áûëî áû

öåëåñîîáðàçíî â ïðîãðàììó èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷àòü ìàêñèìàëüíî áîëü-

øîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, ÷àñòü êîòîðûõ ïðè äàëüíåéøåì àíàëèçå ìîãëà

áû áûòü îòñåÿíà êàê ìàëîñóùåñòâåííàÿ. Òàêèå ïðåäâàðèòåëüíûå èññëå-

äîâàíèÿ ïî âûÿâëåíèþ ìíîæåñòâà íåñóùåñòâåííûõ �àêòîðîâ è âçàèìî-

äåéñòâèé íîñÿò íàçâàíèå îòñåèâàþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îñíîâíàÿ

ïðîáëåìà ïðè ïëàíèðîâàíèè îòñåèâàþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, êàêîé �àêòîð ñ÷èòàòü çíà÷èìûì, à êàêîé íåçíà÷èìûì. Âî ìíî-

ãîì ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ìíåíèÿ ñàìîãî èññëåäîâàòåëÿ, àíàëèçà

àïðèîðíîé èí�îðìàöèè, ýêñïåðòíûõ îöåíîê è ò.ï.

Ôîðìàëèçîâàííûé ïîäõîä ê âûäåëåíèþ çíà÷èìûõ �àêòîðîâ ðåàëè-

çóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñëó÷àéíîãî áàëàíñà. Â ýòîì ìåòîäå ïî-

ñòóëèðóåòñÿ, ÷òî åñëè ý��åêòû, îòâåòñòâåííûå çà ïðîòåêàíèå ïðîöåñ-

ñà, ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âêëàäà, âíîñèìîãî èìè ñóììàðíóþ

äèñïåðñèþ, òî ïîëó÷èòñÿ çàòóõàþùàÿ êðèâàÿ (ðèñ. 51). Ïî îñè àáöèññ

ðàñïîëîæåíû �àêòîðû, óïîðÿäî÷åííûå ïî âåëè÷èíå èõ âêëàäà â ñóì-

ìàðíóþ äèñïåðñèþ, à ïî îñè îðäèíàò ðàçíîñòè äèñïåðñèé, îöåíåííûõ ïðè

ó÷åòå è áåç ó÷åòà i-ãî �àêòîðà. Â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé äèàãðàììû áó-

äóò ðàñïîëàãàòüñÿ çíà÷èìûå ý��åêòû, à â ïðàâîé ý��åêòû, îòíîñèìûå

ê øóìîâîìó ïîëþ. Ïðè÷åì, åñëè çàòóõàíèå âêëàäà ïðîèñõîäèò ëèíåé-
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�èñ. 51. Ìåòîä ñëó÷àéíîãî áàëàíñà. Âêëàä �àêòîðîâ â ñóììàðíóþ äèñïåðñèþ

íî, òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ý��åêòû ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè è èñêëþ÷àòü

èõ èç ðàññìîòðåíèÿ íåëüçÿ. �ðàíèöà ìåæäó çíà÷èìûìè è íåçíà÷èìûìè

�àêòîðàìè äîñòàòî÷íî óñëîâíà è îïðåäåëÿåòñÿ êàê óñëîâèÿìè ðåøàåìîé

çàäà÷è, òàê è îãðàíè÷åíèÿìè íà êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ �àêòîðîâ.

Â ðàìêàõ îòñåèâàþùåãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðîâåñòè îöåíêó íåêî-

òîðîãî ïîäìíîæåñòâà íàèìåíåå çíà÷èìûõ �àêîðîâ. Ïóñòü èçó÷àåòñÿ k
ý��åêòîâ. Îïèøåì èõ ëèíåéíîé ìîäåëüþ

y =

k∑

i=0

βixi + ε, (290)

ãäå ε � âåëè÷èíà ñëó÷àéíîé îøèáêè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èç k èñõîäíûõ

�àêòîðîâ, (k− l) çíà÷èìûå ý��åêòû è l � øóìîâûå. Ïîñêîëüêó çàðàíåå
íåèçâåñòíî, êàêèå ý��åêòû çíà÷èìû, à êàêèå íåò, òî íóæíî ðàññìîò-

ðåòü C l
k êîìáèíàöèé âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé �àêòîðîâ. Ìîäåëü, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ êàêîìó-ëèáî íàáîðó çíà÷èìûõ �àêòîðîâ, èìååò âèä:

y =

k−l∑

i=0

βixi + a, (291)

ãäå a =
l∑

j=1

βixi + ε � îøèáêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì íåçíà÷èìûõ

�àêòîðîâ, à âåëè÷èíà îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè:

σ2(a) =
l∑

j=1

β2
i σ

2(xi) + σ2(ε). (292)

Äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè çíà÷èìûõ è øóìîâûõ ý��åêòîâ íóæíî îöåíèòü

îñòàòî÷íóþ äèñïåðñèþ σ2(a) è âûáðàòü âàðèàíò ñ íàèìåíüøåé äèñïåð-
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�èñ. 52. Äèàãðàììû ðàññåÿíèÿ

ñèåé. Îí áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íàèëó÷øåìó ðàçäåëåíèþ íà çíà÷èìûå è

øóìîâûå ý��åêòû.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàêîé ïîäõîä ê ïðîâåäåíèþ îòñåèâàþùèõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî áîëüøîìó îáúåìó èçìåðåíèé. Óìåíü-

øèòü ÷èñëî âàðèàíòîâ ïåðåáîðà ìîæíî ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ äèà-

ãðàìì ðàññåÿíèÿ. Ýòî âî ìíîãîì ýâðèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà, çàêëþ÷àþ-

ùàÿñÿ â àíàëèçå çðèòåëüíîãî îáðàçà èçìåðåííûõ çíà÷åíèé �óíêöèè îò-

êëèêà. Ïî êàæäîìó àíàëèçèðóåìîìó �àêòîðó ñòðîèòñÿ äèàãðàììà ðàñ-

ñåÿíèÿ, òî÷êè êîòîðîé îáðàçóþò äâà ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå

çíà÷åíèÿì �óíêöèè îòêëèêà ïðè íèæíåì è âåðõíåì çíà÷åíèè óðîâíÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî �àêòîðà (ðèñ. 52). Ïðè÷åì, äåéñòâèå êàæäîãî �àêòî-

ðà ðàññìàòðèâàåòñÿ âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèÿ îñòàëüíûõ �àêòîðîâ.

Çíà÷èìûå ý��åêòû âûäåëÿþòñÿ çðèòåëüíî íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ìåäèàí

(èëè äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê) âûáîðîê. Â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî �àêòîð

xi ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì �àêòîðîì, ò.ê. ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé �óíêöèè

îòêëèêà ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèé

óðîâíÿ �àêòîðà.

Âûäåëåíèå ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà òåõ æå

äèàãðàììàõ ðàññåÿíèÿ. Ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè íåêîòîðîãî ý��åêòà âçà-

èìîäåéñòâèÿ xixj áóäóò ðåçêî âûäåëÿòüñÿ ãðóïïû òî÷åê êàê íà óðîâíå

(xixj)
+
, òàê è íà óðîâíå (xixj)

−
, ò.å. â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå

�àêòîðû èìåþò ëèáî îäèíàêîâûå çíàêè (x−
i x

−
j ), (x

+
i x

+
j ), ëèáî ïðîòèâî-

ïîëîæíûå (x−
i x

+
j ), (x

+
i x

−
j ). Â ýòîì ñëó÷àå äèàãðàììû ðàññåÿíèÿ èìåþò

äîñòàòî÷íî ñèììåòðè÷íûé çåðêàëüíûé âèä.

�àññìîòðèì åùå îäèí òèï ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-

âàíèé, êîòîðûé íå óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè ïðåäûäóùåé ìîäåëè îòñåèâàþ-
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ùèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ñðåäè ìíîæåñòâà âñåõ ïðåïàðàòîâ

íàéòè ïîäìíîæåñòâî áèîëîãè÷åñêè àêòèâíûõ (àíòèêàíöåðîãåííûõ, ìóòà-

ãåííûõ è ò.ï.) � îòñåÿòü ïðåïàðàòû íå îáëàäàþùèå èíòåðåñóþùèì íàñ

ñâîéñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î âûáîðå îïòèìàëüíîãî ñîîòíî-

øåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè, êîòîðûìè çàäàåòñÿ îðãàíèçàöèÿ ïðîöåññà

îòñåèâàíèÿ â ðàìêàõ îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû, à íå î âûáîðå îïòèìàëü-

íûõ ïëàíîâ â ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïëàíèðîâàíèè òàêîãî èññëåäîâàíèÿ, íàáëþäàþòñÿ

äâå òåíäåíöèè: âî-ïåðâûõ, õî÷åòñÿ óìåíüøèòü ðèñê íåâåðíîãî îòñåèâàíèÿ

è êàê ìîæíî áîëåå ïîëíî èñïûòàòü êàæäûé ïðåïàðàò, ÷òî ïðè îãðàíè-

÷åííûõ ðåñóðñàõ íåèçáåæíî ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà îáñëåäóåìûõ

ïðåïàðàòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè÷åíèþ ðèñêà íå âêëþ÷èòü â ïðî-

ãðàììó èññëåäîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíî èíòåðåñíûå ïðåïàðàòû. Âî-âòîðûõ,

õî÷åòñÿ èñïûòàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðåïàðàòîâ, ÷òî âåäåò ê óìåíü-

øåíèþ ðåñóðñîâ, çàòðà÷èâàåìûõ íà êàæäûé ïðåïàðàò è, ñëåäîâàòåëüíî,

óâåëè÷åíèþ ðèñêà ïðîïóñòèòü ý��åêòèâíûå ïðåïàðàòû èç-çà îøèáîê èñ-

ïûòàíèÿ.

Íàéòè ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ìåæäó ýòèìè òåíäåíöèÿìè ïîçâîëÿåò

äâóõñòóïåí÷àòàÿ ñõåìà ïëàíèðîâàíèÿ èññëåäîâàíèÿ (Äàííåò, Äåâèñ, 1961,

1963): íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ãðóáîå îòñåèâàíèå; íà âòîðîì ýòàïå

ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðåïàðàòîâ, îòîáðàííûõ íà ïåðâîì

ýòàïå. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îïòèìàëüíî ñîîòíåñòè çàòðàòû

îòäåëüíûõ ýòàïîâ ðàáîòû.

Ïóñòü v � ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü ïðåïàðàòà, a � ñòîèìîñòü ïåðâè÷íîãî

èñïûòàíèÿ ïðåïàðàòà â îäíîì îïûòå, b � ïîëíàÿ ñòîèìîñòü èññëåäîâàíèÿ
ïðåïàðàòà, îòîáðàííîãî äëÿ äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ íà âòîðîé ñòàäèè,

q � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àêòèâíîãî ïðåïàðàòà.
Íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíî ý��åêòèâíûé ïðåïàðàò

áóäåò îòîáðàí äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ q(1 − α),
à íåý��åêòèâíûé ïðåïàðàò áóäåò îøèáî÷íî ïðèçíàí ý��åêòèâíûì (ò.å.

ïðèíÿòûì ê èññëåäîâàíèþ íà âòîðîì ýòàïå) ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 − q)β.

Çäåñü α è β � âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ îäíîãî ïðå-

ïàðàòà áóäåò ðàâíà

v + an+ b[q(1− α) + (1− q)β],

ãäå n � êîëè÷åñòâî îïûòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðâè÷íîãî èññëåäîâàíèÿ

îäíîãî ïðåïàðàòà.
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Ïóñòü S � ñóììà ñðåäñòâ, îòïóùåííûõ íà èññëåäîâàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî

îáùåå êîëè÷åñòâî ïðåïàðàòîâM , êîòîðîå ìîæíî èññëåäîâàòü, ðàâíÿåòñÿ:

M =
S

v + an+ b[q(1− α) + (1− q)β]
.

Èç íèõ íà ïåðâîì ýòàïå áóäåò ïðèçíàíî ý��åêòèâíûìè è áóäåò íàïðàâ-

ëåíî íà ïîâòîðíîå èñïûòàíèå:

m = M [q(1− α) + (1− q)β].

×èñëî îáíàðóæåííûõ äåéñòâèòåëüíî ý��åêòèâíûõ ïðåïàðàòîâ ñîñòàâèò:

L =
Sq(1− α)

v + an+ b[q(1− α) + (1− q)β]
.

Äàëüíåéøåå ïëàíèðîâàíèå áóäåò íàïðàâëåíî íà íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà

�óíêöèè L ïî ïàðàìåòðàì, äîïóñêàþùèì îïòèìèçàöèþ ñ ó÷åòîì çàäàí-

íîãî êà÷åñòâà èññëåäîâàíèÿ (öåíû îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, çàòðàò

íà ïåðâè÷íîå è äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðåïàðàòîâ è ò.ï.).

Ïðèâåäåííàÿ ìîäåëü ñëóæèò ïðèìåðîì �îðìàëèçîâàííîãî ïîäõîäà ê

îïòèìèçàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è ïëàíèðîâàíèþ îïòè-

ìàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïåðåìåííûìè, çàäàþùèìè îðãàíèçàöèþ

ýòîãî èññëåäîâàíèÿ.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Çàïèøèòå �àêòîðíóþ ìîäåëü è ñîñòàâüòå ïëàí ïîëíîãî �àêòîðíîãî

ýêñïåðèìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà 24.

2. Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè ïëàíà ÏÔÝ 23 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà-

÷åíèÿ yi îòêëèêà ñèñòåìû: 4, 6, 4, 10, 2, 6, 14, 8. Îïðåäåëèòå êîý��èöè-

åíòû �àêòîðíîé ìîäåëè è äàéòå êà÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ðåàêöèè

ñèñòåìû íà âîçäåéñòâèå íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèé.

3. Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíûé ïëàí äðîáíîãî �àêòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà

ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñëåäóþùèõ ñóùåñòâåííûõ �àêòîðîâ è èõ âçàèìî-

äåéñòâèé: x1, x2, x3, x4x5, x1x2, x2, x4x5.
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