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В статье рассмотрены большие деформации цилиндра и сферы, состоящие из однородного материала, подчиняющие-
ся закону Гука. Показано, что при определенных условиях деформации принимают катастрофический характер. Произве-
дены оценки величин давления и прочностных параметров сосуда, при которых деформации стремительно нарастают, при-
водя к разрыву стенок сосуда. 
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Large-scale deformations of a homogeneous sphere and a cylinder obeying Hooke’s law were considered. It was shown that 
under certain conditions the deformations acquire catastrophic character. The magnitude of pressure and strength properties of ves-
sels at which the deformations are bootsing at high rates were estimated. 
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Введение 

Основные потоки жидкости внутри организма под-
чиняются обычным гидродинамическим законам и под-
держиваются сокращением сердца. К ним относят дви-
жение жидкости в крупных сосудах и капиллярах. Эти 
потоки работают на основе законов физики и не обеспе-
чивают фильтрацию на молекулярном уровне [6]. Речь 
идет о физико-химических процессах, являющихся бо-
лее тонким регулятором обмена веществ, т.е. о явлениях 
осмоса. Осмос обеспечивает прохождение мелких и 
фильтрацию более крупных молекул, следовательно, 
нарушения в этом тонком механизме вызывают наибо-
лее трудно устранимые последствия [4]. Если механиз-
мы физических потоков в кровеносных сосудах изучены 
довольно хорошо, то механизмы осмоса в различных 
частях организма исследованы крайне мало или вообще 
не изучены. А между тем нарушения нормальных осмо-
тических механизмов считаются причиной и следствием 
очень многих патологических состояний.  

В глазу существует несколько уровней полупро-
ницаемых мембран: стенки кровеносных сосудов, яв-

ляющиеся наиболее эластичными мембранами, кото-
рые пропускают достаточно большое количество ве-
ществ; пигментный эпителий сетчатки, который 
является наиболее жесткой тонкопористой мембраной 
и, вероятно, сепарирует молекулы [5, 9, 14]. 

При сахарном диабете основным компонентом, 
вызывающим изменение диффузных потоков, являет-
ся глюкоза [6, 7]. Она не влияет на гидродинамику в 
крупных сосудах, но резкое изменение концентрации 
ее в крови вызывает немедленную реакцию всех тка-
ней, прилегающих к кровеносным сосудам. Диффуз-
ный обмен между артериальной кровью и жидкостями 
прилегающих тканей изменяется как по направлению, 
так и по интенсивности потока в зависимости от ха-
рактера патологии (гипо- или гипергликемия) [2, 3]. 

Поскольку основным растворителем во всех био-
логических жидкостях является вода, очевидно, что 
она же составляет основу всех изменяющихся осмоти-
ческих явлений. В случае резкого повышения концен-
трации сахара в крови резко усиливается диффузия 
воды и других малоразмерных молекул через мембран-
ные ткани в направлении повышенной концентрации 
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глюкозы, т.е. внутрь кровеносных сосудов. Механизм 
и скорость этих потоков определяются законами ос-
моса, в соответствии с которыми обратного потока 
крупноразмерных молекул не происходит, так как 
этому препятствуют размеры пор полупроницаемых 
мембран [6, 7, 13]. 

Все это приводит к резкому увеличению давления 
внутри сосудов (микроаневризмы, неравномерный 
калибр вен), падению давления в тканях. Резкий отток 
воды из тканей, прилегающих к сосудам, вызывает на-
рушение равновесия гомеостаза внутри клеток и в меж-
клеточной жидкости, поскольку клеточные оболочки 
также считаются полупроницаемыми мембранами и 
подчиняются законам осмоса, что вызывает патологи-
ческие изменения, в частности отеки [9, 11, 12].  

В силу однородности стенок капилляра возможен 
упрощенный подход к его прочности по отношению к 
избыточному давлению в нем. 

Задача по расчету напряжений в толстостенной 
трубе относится к разряду классических — задача Ла-
ме—Гадолина. В этой задаче рассматривается зависи-
мость механических напряжений от давлений внутри 
и вне трубы. Особый интерес вызывает зависимость 
диаметра цилиндрического сосуда от избыточного 
давления в нем. В теории сопротивления материалов 
очень редко интересуются большими деформациями, 
так как основные конструкционные материалы (ме-
таллы и сплавы) работают в области малых относи-
тельных деформаций, не превышающих 1%.  

В настоящей работе рассмотрены большие дефор-
мации цилиндра и сферы, состоящие из однородного 
материала, подчиняющегося закону Гука.  

Допущения и предпосылки 

Поскольку стенки кровеносных сосудов являются 
эластичным материалом, можно предположить, что их 
работа подчиняется закону Гука, коэффициент Пуассо-
на равен 0,5 (материал несжимаемый). Несмотря на ка-
жущуюся натянутость последнего допущения, заметим, 
что для резины (высокоэластичный полимер) коэффи-
циент Пуассона равен 0,48, что весьма близко к  0,5. 

Как известно (задача Ламе—Гадолина) [1], зави-
симость между параметрами толстостенного цилиндра 
и давлением записывается в виде 

 ( )= -2 2
2

2
3

dp E b a
db ba

- = - є2 2 2 2
0 0 0,b a b a S

, (1) 

где E — модуль Юнга; a — внутренний диаметр ци-
линдра (сосуда); b —внешний диаметр цилиндра; p — 
трансмуральное давление (превышение внутреннего 
давления над внешним). 

В силу несжимаемости площадь поперечного се-
чения стенок сосуда будет постоянной 

  (2) 

где b0 и a0 — соответственно внешний и внутренний 
диаметры сосуда при исходном давлении p0. 

Используя соотношение (2), исключим внутрен-
ний диаметр сосуда из дифференциального уравнения 
(1) 
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Решая уравнение (3) относительно p, получим 
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Решая (4) относительно b2, получим 
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Из формулы (5) видно, что знаменатель обращает-
ся в нуль при 

 
ж ц
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что означает неограниченный рост внешнего диаметра 
(следовательно, и внутреннего) при приближении дав-
ления к критическому значению pcr. 

Учитывая условие несжимаемости (2), для внут-
реннего диаметра сосуда a получим 
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Толщину стенок сосуда h = b – a получаем из вы-
ражений (5) и (7) 
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Результаты (5), (7), (8) удобно представить в без-
размерном виде. Для этого введем пять безразмерных 
обозначений 
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 β > 1; β0 < 1. (9) 

Эти переменные можно трактовать следующим 
образом: β — относительный внешний диаметр — это 
внешний диаметр сосуда при давлении p по отноше-
нию к внешнему диаметру в нормальном состоянии;  
α — относительный внутренний диаметр — это внут-
ренний диаметр сосуда при давлении p по отношению 
к внешнему диаметру в нормальном состоянии; β0 — 
отношение внутреннего диаметра к внешнему в нор-
мальном состоянии; η — отношение толщины стенок 
при давлении p к толщине стенок в нормальном со-
стоянии; γ — относительное давление. 

Очевидны следующие неравенства: β > 1; β0 < 1. 
С учетом безразмерных обозначений относитель-

ные диаметры и толщины стенок запишутся так: 
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В этом случае безразмерное критическое давление 
(для цилиндра) равно 

 (g = b0
2 ln 1 / .
3cr )  (13) 

Заметим, что величины α, β, η при γ = 0 обраща-
ются в единицу, имеет место нормальное состояние 
сосуда при отсутствии избыточного давления. 

Решение для сферы при тех же предположениях, 
что и для цилиндра. 

Как известно, связь между параметрами толсто-
стенного цилиндра и давлением записывается в виде 
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В силу несжимаемости площадь поперечного се-
чения стенок сферы будет постоянной 
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Применяя аналогичный подход, что и для цилинд-
ра, получим 
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Разрешая (4) относительно b2, получим 
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Из формулы (17) видно, что знаменатель обраща-
ется в нуль при 
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Учитывая условие несжимаемости (15), для внут-
реннего диаметра сосуда a получим 
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Толщина стенок сосуда h = b – a легко получается 
из выражений (17) и (19) 

 (ж
= - = -зи

0

0
1 exp 3 / 4

a
h b a b p E

b
)цчш.  (20) 

С учетом безразмерных обозначений (9) относи-
тельные диаметры и толщины стенок запишем в виде 
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 η = h/h0 = (β – α)/(1 – β0) = 

 = β(1 – β0 exp (3γ/4))/(1 – β0). (23) 

В этом случае безразмерное критическое давление 
(для сферы) равно 

 (g = b0
4 ln 1 / .
3cr )  (24) 

Приведем графики зависимости относительного 
внешнего диаметра β и относительной толщины сте-
нок η от относительного давления γ для цилиндра и 
сферы (рис. 1, 2). 

Обе диаграммы приведены для значения начального 
относительного диаметра β0 = 0,75. На каждой диа-
грамме приведено два графика: сплошной линией по-
казаны внешние диаметры цилиндра или сферы, тре-
угольничками — толщина стенок, отложенная по пра-
вой вспомогательной шкале. При приближении к 
критическому давлению диаметр резко возрастает, а 
толщина стенок стремится к нулю. Причем скорость 

убывания толщины стенок в зависимости от диаметра 
гораздо больше для сферы, чем для цилиндра.  

Реальная картина появления микроаневризмы в ка-
пилляре выглядит так: на одном из участков стенки ка-
пилляра вследствие биохимических процессов, проис-
ходящих при сахарном диабете в эндотелии и базальной 
мембране сосудистой стенки, появляется пятно с ослаб-
ленными упругими характеристиками (модуль Юнга E 
уменьшается, а безразмерное давление γ  = p/E возраста-
ет). При нестабильном течении сахарного диабета, 
сопровождающемся значительными колебаниями 
уровня глюкозы в крови в течение суток, резко изме-
няется осмотическое давление крови. Например, уве-
личение гликемии на 100 мг% (5,55 ммоль/л) повыша-
ет осмолярность крови приблизительно на 5,5 мосм/л, 
что соответствует 86 мм рт. ст. [8]. Это приводит к 
локальному выпячиванию стенки и, следовательно, к 
уменьшению ее толщины. С развитием процесса тол-
щина стенки все более уменьшается (см. диаграмму) и 
при приближении к критическому давлению происхо-
дит катастрофическое ее уменьшение при быстром 
увеличении диаметра микроаневризмы с неизбежным 
прорывом.  

 
Рис. 1. Зависимость относительного внешнего диаметра β и относи-
тельной толщины стенок η от относительного давления γ для  
 цилиндра 
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Рис. 2. Зависимость относительного внешнего диаметра β и относи-
тельной толщины стенок η от относительного давления γ для  
 сферы 

Для количественных оценок воспользуемся сле-
дующими значениями для эндотелия [18]: модуль 
Юнга E ≈ 3 ⋅ 105 Па ≈ 2300 тор; начальное давление 
p0 ≈ 103 Па ≈ 10 ∼ 20 тор. 

На поврежденном участке сосуда модуль Юнга 
существенно меньше, чем на здоровом, и величина γ0 
возрастает в 10 раз, что ведет к развитию микроанев-
ризмы и при меньшем давлении (рис. 3). 

 
Рис. 3. Зависимость относительного внешнего диаметра β и относи-
тельной толщины стенок η от относительного давления γ для  
 цилиндра и сферы 

Заключение 

Показано, что при определенных условиях дефор-
мации стенок капилляров сетчатки принимают ката-
строфический характер. Сделаны оценки давления и 

прочностных параметров микрососуда, при которых 
деформации стремительно нарастают, приводя к раз-
рыву стенок капилляра. Тем на менее иногда рост 
микроаневризм останавливается за счет включения 
упругости сжимающих сил эластического каркаса са-
мой сетчатки. 
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